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AVANT PROPOS 


Conformément à l'esprit de cette collection de MANUELS 
par laquelle les Editions C.L.E. enrichissent la bibliothèque 
universitaire, nous avons tenté par l'ouvrage que vous avez entre les 
mains de proposer au lecteur étudiant et ingénieur un outil 
hautement opérationnel. ' 

Une large gamme d'exercices est précédée des éléments de 
cours indispensables. | i 

Des propositions de solutions sont regroupées à la fin de 
chaque chapitre. 


Ce travail est proposé en 3 tomes : 

Le tome 1 traite des problèmes de dénombrement. Il présente 
les notions fondamentales du calcul de probabilité et traite des 
variables aléatoires à une dimension discrètes et continues. Il 
constitue également une bonne initiation au calcul de probabilité. 


Les lois de probabilités, discrétes et. continues, uni et 
multidimensionnelles. feront l'objet des exercices proposées par le 
tome 2 alors que le tome 3 traite des problèmes d’échantillonnage, 
des problémes de l'estimation ponctuelle et par intervalle de 
confiance, des tests paramétrique et non paramétrique. 


Tels qu'ils sont; nous espérons que ces recueils d'exercices 
rendront service aux étudiants et aux autres catégories de lecteurs et 
qu'ils permetteront de mieux assimiler cette partie imposante des 
statistiques qu'est le calcul de probabilités. 


Les auteurs 


-= CHAPITRE I 


ANALYSE COMBINATOIRE 


INTRODUCTION 


L'analyse combinatoire a pour but le dénombrement des 
différentes dispositions que l'on peut former à partir d'un ensemble 
d'éléments. 

Un élément dans une disposition donnée est caractérisé par : 


1°) Le nombre de fois où il figure. 
2?) Sa place dans la disposition. 


. Si un élément donné ne peut figurer dans une disposition 
donnée que O ou 1 fois. on dit que les dispositions sont sans 
répétition. f 

. Si un élément donné peut figurer: plusieurs fois dans une 
disposition donnée, on dit que les dispositions sont avec 
répétition. 

» Si deux dispositions comportant les mêmes éléments sont 
considérées comme identiques; les dispositions sont dites non 

donasse 854 

. Si au contraire ces deux dispositions sont considérées 

comme différentes. on dit que les dispositions sont ordonnées. 


SECTION Ï : LES DISPOSITIONS ORDONNEES 


1.1 Permutation sans Répétition : 
On appelle permutation sans répétition de n éléments d'un 
ensemble fini E : une disposition ordonnée de ces n éléments. 


ын | 


Dans chaque disposition, chacun des éléments figure dans un ordre 
déterminé une et une seule fois. 
On démontre que ce nombre est égale à : 
n (n - 1) (n - 2) ........ 1 
C'est-à-dire que pour le premier élément nous avons n choix; 


pour le 2*"* élément (n - 1) choix etc....- Et on écrit : 


P,-n(n-1)(n-2) 


I. 2: Permutation avec répétition 
si dans l'ensemble E; il y a des éléments qui se répétent, nous 
parlons de permutations avec répétition. 


Théoréme : Le nombre de permutations de n objets dont n, 
sont semblables, n» sont semblables , .... пк sont semblables 651: 


I.3 Arrangement sans répétition 

Soit E un ensemble fini composé de n éléments . On appelle 
arrangement sans répétition de p éléments (p < n) choisis parmi les 
n éléments de Е; toute disposition ordonnée dep" éléments 
différents. Chaque élément ne pouvant figurer au maximum qu'une 
fois dans le méme arrangement. 

On note AP le nombre d'arrangement de n éléments pris p à 
p et on démontre que AP an(n- 1)... eus reply 

En effet; le premier élément d'un arrangement de p éléments 
pris dans un ensemble de n éléments peut étre choisi de n fagons 
différentes. H y'a ensuite (n - 1) façons de choisir le deuxième 
élément de l'arrangement, et (n - 2) facons de choisir le troisième 


élément. En continuant de cette façon ; on voit qu'il y'a (n - p + 1) 
façons différentes de choisir le p""* (ou le dernier) élément . Ainsi 


АР 2 n(n- )(п-2)........... (п-р+1) = 


n! 
(n- p)! 


Dans le cas particulier où p = п; опа: 


Par convention 0! = 1. 


1.4: Arrangement avec Répétition : 

Si dans le même arrangement; on permet à certains éléments 
d'apparaitre plus qu'une fois voire p fois . on parle d'arrangement 
avec répétition. 

Le nombre d'arrangements avec répétition de p éléments 
choisis à partir d'un ensemble de n éléments est égal à : 


> р 
AP =n 


SECTION Ш : LES DISPOSITIONS NON- 
ORDONNEES : 


II s'agit d'une opération analogue à l'arrangement, mais cette 
fois, 2 dispositions comportant les mêmes “éléments sont 
considérées comme identiques quelque soit les places occupées par 
ces éléments. La combinaison est une disposition non-ordonnée. 


11.41 Conibinaison sans répétition : 
Une combinaison de p éléments choisis parmi n, est une 
disposition non ordonnée de ces p éléments où chacun figure au 
plus 1 fois. 


Le nombre de combinaisons de p éléments choisis parmi n est 
donné par : 


a) Propriété de Combinaison : 
o = ой 

1°) CP = СПР т 
оу CP =СР P-1 

2°) Cn =Ch-1t Choi 


3°) СР =СР-1+СР-] P-1 
) Ch FCh PERS +... +Ch_i 


n = 
6°) y (СРР - Ne сон 
р=0 p 


b) Binóme de Newton : 
Le binóme de Newton donne l'expression générale du 
développement de (a + 0)" 


Nous avons : 


р. 
“(ab DE $ Спа p 
р=0 20-2 


= 2 SS 1 -1 — 1 
AE ш Цагт гэл ил 


(п-І) p- Z 
DE 2b24..........+nab 1 ъп 


D 


= an +пап 164+ 


П.2 combinaison avec repetition : 

Si nous permettons dans les dispositions définies ci-dessus à 
certains éléments d'apparaitre plus qu'une fois; nous parlons d'une 
combinaison avec répétition 

La formule générale est : 


Nous résumons dans le tableau ci-dessous les principales 
formules concernant l'analyse combinatoire. 


Sans Répétition Avec Répétition 


| Permutation ` 


Arrangement 


Combinaison 


SECTION И: ЛАСКА ARBORESCENT : 3 + 

Un diagramme en arbre est un moven commode de dénombrer 

tous les résultats possibles d'une suite d'expériences dont chacune 
peut avoir lieu un nombre fini de fois. 


Exemple : 
Construire le diagramme en arbre du produit A x B x Сой 


H 


- 


c 


NN 


e 


NNN 


ММА 


+ 


22 


+ tA 4 


n 


4. 


da tA 


— La + "A жол 
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EXERCICES ` 


I.I: 

Une commission de 5 membres comprenant 3, économistes et 
2 gestionnaires doit étre constituée à partir de 15 candidats se 
divisant en 8 économistes et 7 gestionnaires. 

a) De combien de facons différentes cette commission peut- 
elle étre constituée? | 
b) Même question ; еп supposant qu'un économiste 


o 


р 
nômmément désigné parmi les 8 
faire partie de la commission. 

c) Même question ; en supposant que deux gestionnaires 
refusent d'en faire partie. 

d) Même question : en supposant que l’économiste X et le 
gestionnaire Y refusent de sièger ensemble. | 


$ économistes devant absolument 


Le 

Un quartier comprend 5 médecins privés. On demande à 
chacun des cinq médecins quel jour hébdomadaire de fermeture lui 
conviendrait. Е 

a) De combien de façons diflérentes peuvent à priori 
s'énoncer les choix des 5 médecins ? 

b) Les cinq jours de fermeture devant étre différents. 
Déterminer le nombre de façons différentes d'énoncer les choix 
possibles. 

c) On s'aperçoit qu'aucun médecin n'entend fermer le lundi; 
ni le mardi ; quel est le nombre de choix différents ? 


I.3: 

On dispose d'un jeu de 32 cartes et on considére toutes les 
donnes de 8 cartes différentes. 

а) Déterminer le nombre de donnes possibles. 

b) Déterminer ie nombre de donnes comprenant 2 cartes de 
chaque couleur 

c) Déterminer le nombre de donnes comprenant un roi. 

d) Déterminer le nombre de е donnes ne comprenant aucun as. 
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e) Déterminer le nombre de donnes comprenant au moins un 
valet. 

1.4: 

Un représentant commercial doit. au cour d'une tournée, 
visiter 10 magasins. 

a) S'il se trouve quinze magasins dans l'aire géographique à 
laquelle il s'intéresse: de combien de manières différentes lui est-il 
possible de choisir un groupe de 10 magasins ? 

b) Toujours dans la même hypothèse de 15 magasins situés 
dans cette zone géographique. mais en supposant, en outre, que 
l'ordre dans lequel il visitera les 10 magasins choisis préscute de 
l'importance, combien d'itinéraires différents peut-on sélectionner ? 

c) En supposant que les 10 magasins à visiter aient été 
choisis. mais pas encore l'itinéraire qui leur est dévolu. De combien 
de maniére peut se dérouler la visite de 10 magasins. 


On dispose de sept chiffres : 1,2,3,4,5,6 et 7. 

a) Combien de nombres de 4 chiffres différents peut-on 
former à parür de cet ensemble? 

b) Combien de ces nombres sont inférieurs à 5000 ? 

c) Combien sont-t-ils pairs?. 

d) Combien sont-t-ils des multiples de 5? 

e) Combien de nombres de 5 chiffres peut-on former à partir 
de cet ensemble? 2 

f) Combien de ces nombres sont-t-ils supérieurs à 50000 ? 


1.6: 

Dans une classe de 50 garçons et 30 filles; combien y-a-t-il de 
façons différentes de choisir des groupes de 5 personnes: 

a) Comprenant une seule fille? 

b) Comprenant au moins une fille? rr" 

c) Dont le président soit un garcon et 1а secrétaire une fille? 

d) Dont le président soit un garçon? 

e)Dont le président soit un garcon et comprenant au moins 
une fille? eem ты i 
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“1,72 

Sur 20 personnes „10 lisent la revue A; 8 lisent la revue B et 3 
lisent les 2 revues. De combien de façons différentes peut-on 
chpisir 5 personnes parmi les 20 si : 

a) Chacune des 5 personnes lit au moins une revue? 

b) Chacune des 5 personnes lit une et une seule revue? 

c) Les cinq personnes lisent une seule et même revue. 

:d) Trois d'entre elles lisent la revue A seulement; les deux 

autres lisent la revue В. | 

e) Deux d'entre eilés lisent une revue A; les trois autres lisent 
la revue B; chacune d'entre elles ne lisant qu'une seule revue. 

f) Trois d'entre elles au moins lisant la revue А. 


1.8: 

Un groupe d'étudiants de 15 garçons et 15 filles passent un 
examen oral. un seul à la fois, et l'un après l'autre. 

a) Quel est le nombre de listes possibles ? 

b) Si l'examinateur décide de commencer par un gargon ; 
déterminer le nombre de listes possibles .? 

c) Quel est le nombre de listes possibles si l'examinateur 
décide que les deux premiers étudiants examinés soient un gargon et 
une fille ? 

d) Si les étudiants sont examinés alternativement en 
commençant par une fille ; quel nombre de listes pourrait-on avoir ? 


1.9: 

Les 7 membres qui constituent le comité des représentants 
des ouvriers d'une enuéprise sont invités à s'assoir cóte à cóte à 
une table de banquet. 

a) Déterminer le nombre de dispositions possibles pour ce 
comité. 

b) Si on suppose q 
que cinq :quel sera le nombre de dispositions différentes dans ce 
groupe de représentants? 


qu’ au lieu d'inviter les septs, on n'en invité 


c) Quel est le nombre de groupes de 5 personnes différentes 
qu' on peut former ? ` 


1.10: 

Un atelier comprenant 25 ouvriers. 15 hommes et 10 femmes. 
On choisit dans cet atelier des équipes de 5 ouvriers 

a) Combien d'équipes différentes peut-on former? 

b) Combien d'équipes comprenant au moins 3 hommes 
peut-on former ?. 

c) Combien d'équipes de 5 personnes de même sexe peut-on 


former? 


1.11: 

Un comité est composé de 5 hommes et 4 femmes. De 
combien de maniéres peut-on former un bureau composé d'un 
président; d'un vice président, d'une secrétaire et d'un trésorier, 
sachant que le président doit étre un homme et la secrétaire une 
femme ? 


1.12: 

Le menu d'un restaurant comprend 10 hors-d'oeuvre; 4 
entrées, 11 plats de viande ou poissons et 9 desserts ou fromages. 
Si un client a le droit pour un certain prix de commander un de 
chaque élément ; c'est-à-dire un hors d'oeuvre. 1 entrée, 1 plat et un 
fromage ou un dessert combien peut on former de menus 
élémentaires distincts ? 


I.13: 

L'alphabet français comprend 26 lettres dont 6 sont des 
voyelles. 

a) Combien peut on former théoriauement de mots de 6 
lettres différentes en utilisant 4 consonnes et 2 voyelles 7 

b) Combien de ces mots contiennent la lettre a 2 

c) Combien de ces mots contiennent les lettres a et c? 

d) Combien de ces mots commencent par a et contiennent par 
la lettre с? жан 

e) Combien de ces mots commencent par a et se terminent par 
la lettre c? 

f) Combien de ces mots contiennent a,b.c et d ? 
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1.14: ee 

a) Déterminer le nombre de mots de quatre lettres différentes 
que l'on peut former avec les lettres du mot PLACES 

b) Combien de ces mots contiennent. seulement des 
consonnes? 

c) Combien de ces mots commencent et se terminent par une 
consonne? | 

d) Combien de сез mots commencent et se terminent par une 
voyelle? | 

е) Combien de ces mots coiitiennent la lettre L? - 

f) Combien de ces mots commencent par L et finissent par 
une voyelle? Ы 

g) Combien de ces mots commencent par L et contiennent la 
lettre a? 


1.15: 

a) Calculer le nombre de possibilités qu'il y`a d'assoir 10 
garçons et 10 filles sur un banc ; sachant qu'il y'a alternativement 
un garcon et une fille. etc. 

b) Calculer ce méme nombre si les garçons et les filles se 
placent encore alternativement et si un garçon et une fille 
prédéterminés s'assoient l'un à cóté de l'autre. 

c) calculer ce méme nombre sachant que les garçons et les 
filles se placent encore alternativement; mais qu'un gargon et une 
fille prédeterminés ne doivent pas s'assoir l'un à cóté de l'autre. 

d) calculer ce méme nombre si les garçons s'assoient les uns à 
côté des autres et s'il en est de méme pour les filles. 

e) Calculer ce méme nombre si seulement les filles s'assoient 
l'une à cóté de l'autre. 


1.16: 

А Гога! d'un examen: un étudiant doit répondre à 9 questions 
sur 15. ben 

a) Combien v'a t-il de choix possibles? " 

b) Combien v'a t-il de choix possibles s'il doit répondre 
obligatoirement aux 3 premieres questions ? S 


c) Combien de choix y'a t-il. s'il doit répondre au moins à 4 
des 5 premieres questions ? 

d) Combien de choix possibles y'a t-il s'il doit répondre à 3 
des 5 premiéres questions ; 3 des 5 deuxiémes questions ? 


I.17: 

On considére tous les entiers positifs de 4 chiffres différents 
(on suppose que 0 ne peut être le premier chiffre). 

a) Combien de ces entiers sont supérieurs à 5763? 

b) Combien sont impairs? 

c) Combien sont divisibles par 5? 

d) Combien sont pairs? 


I.18: 

Une réunion rassemble 4 Tunisiens ; 4 Algériens, 3 
Marocains; 2 Libyens, 3 Mauritaniens. 

1) Sachant que les personnes de méme nationalité s'assoient 
les unes à côté des autres; de combien de façons peuvent-ils prendre 
place sur une rangée de 16 chaises. 

2) Résoudre le méme probléme en supposant que les 
personnes s'assoient autour d'une table ronde. 

I.19: 

De combien de maniéres peut-on partager 16 jouets entre 5 
enfants sachant que le plus jeune doit recevoir 4 jouets et les autres 
enfants 3 jouets? 


1.20: 
©з * Combien de permutations distinctes peut-on former avec 
toutes les lettres des mots : 


a) MISSISSIPPI | 22 C) STATISTIQUES 
b) SOCIOLOGIQUE d) ETUDIANTE 
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1.21: " | 

a) Calculer le nombre de permutations distinctes que l'on peut 
former avec toutes les lettres du mo: ETUDIANTES 

b) Combien de ces permutations commencent et finissent par 
la méme lettre? 

c) Combien de ces permutations commencent par a et 
finissent par n? 


1.22: Sira 

On a un lot de 10 pièces dont 7 sont Bonnes et 3 sont 
défectueuses. 

a) Quel est le nombre total d'échantillons sans remise de taille 
n=4 ? 

b) Quel est le nombre de ceux qui ne contiennent aucune pièce 
défectueuse ? 

c) Quel est le nombre de ceux qui contiennent une pièce 
défectueuse? 

d) Quel est le nombre de ceux qui contiennent au moins une 
pièce défectueuse? 


1.23: 

Dans une urne contenant 8 boules blanches : 10 boules rouges 
et 7 boules vertes. on tire au hasard et sans remise 5 boules. 
Combien y'a t-il de facons différentes d'avoir parmi les 5 boules : 

a) 2 boules blanches. 2 boules rouges et 1 boule verte? 

b) au moins une boule rouge? 

c) au plus une boule blanche? 

d) Pas de boules vertes? 

e) Pas de boules de couleur différente (c'est à dire avoir 5 
boules de la méme couleur)? 


1.24: 
Une société laitière fabrique des vaourts aux fruits avec 12 
parfums différents. Le directeur des ventes propose de constituer 


des lots de 6 pots de parfums différents. 
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a) Combien de lots distincts peut-on former? 

b) Combien de lots peut-on former sachant qu'ils ne doivent 
pas contenir simultanément un pot à la fraise et un pot à la 
framboise? 

c) Combien de lots distincts peut-on former sachant que si un 
lot contient un pot au citron. il doit obligatoirement contenir un pot 
au cassis ? 

d) combien de lots distincts peut-on former contenant un pot 
au citron; un pot à la pomme et un pot à la pêche? - 

1.25: 

Montrer la relation suivante : 


P с? р-! 
alCh Ci + Ci 


En déduire que : 
е Che cr oi) 
n й—1 п—2 ......... р-І 


р 
І.26: 
Montrer les relations suivantes : 


. р. n-p _ n p-1 
Y дэсийн р Сп] 
` p+] ot) +1 

b) nCP =(p+ е +рСЁ = рс e ch 
IL. 2746 
Montrer que 
AD _ AP ac RR 

n ni i 
I.28: 


Ense servant de la formule du binôme de Newton; calculer : 


a) CÓ +Ch + Cds ЗО CR 
\ rÙ 1, Pep. nen 
b) Cn == kay EEN Chai. HT) Ch 
ЖЭ Э Y n 
d CLIC С Ee 


1.29: А 
Calculer les sommes suivantes : 


So = у CY S, = S yCY 
o= Ï ; = 
Z "H 1 Ge 
n n 
S2= Y yy-DCl ; $з= Yy2Ch ; 
y=2 y=l 
= Р 2 y 
$4 = > y(y+VC) | Ss= 2/9 +1)сў 
у= у= 
1.30: 


Résoudre dans N les équations suivantes : 


5 

23-602 C | 

а) Q-C +5 ; b) = =17 ; 
n 

QI. . = : 

c) Ag =90 d) АЗ =120  ; 

e) A2 -6A3 : f) 2A$ +50= Аз; 
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SOLUTIONS PROPOSEES 


1.1: 

а) EE =1176 Commissions différentes de 5 personnes 
comprenant 3 économistes et 2 gestionnaires. 

b) Сеге; = 441 commissions différentes si un économiste 
désigné devant faire partie de la commission. 

c) сӛс2 - 560 commissions différentes. 

d) 1ère méthode : 


Il s'agit du nombre total de commissions moins le nombre de 
commissions oü X et Y font partie de la commission : 


1176- C2.C L = 1050 commissions différentes. 


2ème méthode : 


2 n2 3-1 3 2 
"no T С7Св + С7.Св 
——— ——— Ww— 
X mais non Y Y mais non X ni X ni Y 


= 1050 commissions différentes. 


1,2: 
n =7 jours et p =5 jours. 
а)7х7х7х7х7 = 7 = 16807 = пр :Il s’agit du nombre 
d'arrangements de 5 éléments (avec répétition) choisis parmi 7. 
bY: Tx 02x S y 4 x; 1 = 2520 = AS: u s’agit du пошоге 
d'arrangements de 5 éléments parmi 7 sans répétition. 
с)3х4х3х2х1-120- АЗ = 5! : Il s'agit du nombre 


d'arrangements (sans répétition) de 5 éléments choisis parmi 3. 


Без: 

EE 
a) S35 ET 10.518.300 donnes possibles de 8 cartes 
BIERO E Ce =28* = 614.656 donnes possibles 
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оС, дыр = 4.736.160 donnes possibles 
d) Ce x 108. 105 donnes possibles 
_ 2-6 3с 4 
e) C$; - Cog = C4C3g СС +C4C9g + CCS 
= 7.410.195 ‚Жы possibles 


1.4: 
a) С19 - 3003 manières différentes de choisir un groupe de 10 


magasins (l'ordre de choix ne présente aucune importance). 
b) AIC =360360 manières différentes de choisir un groupe 


de 10 magasins (l'ordre de choix présente une importance). 
c) p 107 10! = 3628800 manières différentes de dérouler la 


visite de 10 magasins. 
I.5: 
a) АЗ =840 nombres de 4 chiffres différents. 


b) Ce sont les nombres qui commencent par 1,2,3, ou 4; donc 
nous avons 4 choix pour le premier chiffre du nombre ; pour le 
deuxième chiffre 6 choix, pour le troisième chiffre 5 choix et pour le 
quatrième chiffre 4 choix ; soit un total de : 4 x 6x 5 x 4 = 480 
nombres inférieurs à 5000. 

c) Ce sont les nombres qui se terminent par 2,4 ou 6; donc 3 
choix pour le dernier chiffre; 6 choix pour le premier, 5 choix pour le 
second et 4 choix pour le troisième chiffre : 

6x5x4x3-75360 nombres pairs 

(М. B : Il y'a donc 840 - 360 = 480 nombres impaires, soit 6 
х5х4х4) 

d) Се sont les nombres qui se terminent par 5 ; soit 6 choix 
pour le ler chiffre ; 5 choix pour le 2ème chiffre ; 4 choix pour le 
3éme chiffre et 1 choix pour le demier chiffre; c'est à dire un total 
de 6x5x4x1- 120 nombres multiples de 5. 

e) I! s'agit d'arrangement avec répétition; donc un total de 7 x 
7x 7x 7x7 = 75216807 = nombres de 5 chiffres. 


. f) Ce sont les nombres qui commencent par 5 , 6 ou 7, soit un 
total de 3x7x7x7x7= 3x7 = 7203 nombres supérieurs à 
50000 


1.6: 

a) Câ CLO = 6.909.000 On choisit 4 garçons parmi 50 et 
une fille parmi les 30. 

b) 

1 ,p3 „2 2⁄3 121,4 1,0 (5 _ 5 05 

Gu Co + Собо + Cs C30 + Сзо©Зо C33 030 = Cio С 

= 17.131.016 choix possibles 

c) Clo Clo. Ce = 114.114 choix possibles. 

d) Cl CÓ, = 75.125.050 choix possibles. 


49C39 + C49C30 + C49C 30 + С49Сзо 
(сх, " e = 64.531250 choix possibles. 


acte} cl «c2 c2. +cl c3 cl c^ | 


el 
= Cso 
I. 7: 
Пу’а 10+8-3 = 15 personnes qui lisent au moins 

7 lisent seulement A 


ийе revue dont: 5 lisent seulement B 


3 lisent seulement A et B 


a) Ch = 3003 groupes de 5 personnes qui lisent au moins une 
revue. 

D) ср = 792 groupes de 5 personnes ` qui lisent une seule 
revue. 

с) C3 + C2 -— 22 groupes. 

d) C3Cg. =980 groupes: =~ 

e) 65/02 = 210 groupes. 


3 c2 4 cl +C5 77$ 
f) Cio Сто+ С0С107 €19 57 52 groupes. 


n, = n, =15> n +n, = 30 étudiants. 


a) Pn = Ру = 30 ! possibilités ; si on impose aucune 
condition sur l'ordre de passage des étudiants. 

b) 15 x 29! : le premier examiné va étre choisi parmi 15; le 
second parmi 29 ; le troisiéme parmi 28 et ainsi de suite. 

c) 2 x 15 x 15 x 28! : Les 2 premiers sont : | garçon et 1 fille 
ou Ï garcon le troisième va être choisi parmi 28 ; le quatrième parmi 
27 et ainsi de suite. 

а) 15x15x14x14x.................................. х1х1= 15! 15! 
possibilité si les étudiants sont examinés alternativement en 
commençant par une fille. 


I.9:n-77 

a) P, = P; = 7! = 5040 dispositions pour ce comité. 

b) A3 —2520 dispositions pour un sous groupe de 5 
personnes. 

c) Cj = 2] groupes possibles de 5 personnes choisis parmi 7. 


1.10: 

а) Cà, =53130 équipes possibles de 5 ouvriers. 

b) СС? өсісі +С), =319416ди1рез comprenant au 
moins 3 hommes. 


9) с? 5+ d, = 6258 équipes de 5 personnes de même sexe. 


I.11: 
NE An š 5% A " 
СЇС(С5 -420: Le président va être choisi parmi les 5 
hommes, la secrétaire parmi les 4 femmes et les 2 autres parmi les 7 
restants. - 


2 


Cla С e C} = = 3960 menus élémentaires différents. 


25 


1.13: 
n = 26 lettres ; n, = 20 consonnes et n; = 6 voyelles. 
der  .Cz.6! = 52.326.000 : On choisit 4 consonnes parmi 20; 


2 voyelles parmi 6; pour la 19" lettre nous avons 6 choix possibles; 
pour la 2*"* lettre nous avons 5 choix possibles etc. 


b) С3,С1.6 -17.442.000 mots possibles. 


c) Geh 6! = 3.488.400 mots possibles. 
d) Cjo CES! =581.400 mots possibles. 
e) Cio Cl4!-1116280 mots possibles. 


f) Cl 4C1.61- 61.200 mots possibles. 


I.14: 
a) АС = 6.5.4.3 = 360 mots de quatre lettres. 


b) АД = Ра =4.3.2.1 = 24mots de quatre consonnes. 


с) 4.4.3.3 =144 mots : Nous avons le choix entre 4 
consonnes pour-la lére lettre et 3 consonnes pour la dernière ; les 
lettres 2 et 3 vont être choisi parmi les 4 restantes : С1А2С1 

2 š 

d) CAIO = 2.4.3.1 = 24 mots : Nous avons le choix entre 
2 voyelles pour la première lettre, une voyelle pour la dernière, les 
lettres 2 et 3 vont être choisies parmi les 4 restantes. 

aco 

e) 4А; = 4.5.4.3 = 240 mots qui contiennent la lettre L : La 
lettre L peut être placée en lère 2óme, 3éme ou dème position: 222 
on choisit 3 lettres parmi les 5 restantes. 

2 : 

f) LA$.2 = 4.3.2 =24 mots commencent раг L et finissent 

par une voyelle. 
nae E : : 

g) 1.3. Ад mots qui commencent раг L et contiennent la lettre 
a: Pour a nous avons 3 positions possibles, et on choisit 2 parmi les 
4 lettres restantes. 


1.15: 

а)2.10!.10!: On place un garçon et une fille ou une fille et 
un garçon, etc. 

b) 2.19.9! 9! : Nous avons 19 possibilités pour placer ce 
couple. 

с)2.10!.10!-2.19. 9! 9! : [I s'agit de la différence entre a) 
et b). 

d) 2 . 10 ! 10! : 10 garçons et 10 filles ou 10 filles et 10 
garçons. 

e) 11.10!. 10! : On peut commencer à placer 0,1,2.... ou 10 


garçons par la suite on place les filles ( exemple GG............G 
2 10 
ЕБнын P “Өш; Ө PRESS. Е GG.......G ou FF....F 
10 1 10 9 10 
GG............G ou GG ЕЕ............ F GG............G 
` — kee — P 
10 2 10 
1.16 
а) Ç 5005 choix possibles pour les 9 questions 


b) e 924 choix possibles pour les 6 questions restantes. 


c) CH Cat Cfo = 462choix possibles pour les 4 ou 5 


questions restantes. 
d) Ci.CiC2 -1000сһоіх possibles pour les 9 questions. 


I.17: 

a) 4. 504 + 2.506 + 3 = 2131 : Pour les chiffres qui 
commençent avec 5 nous avons au début 5764 ; 5768 ; 5769 et 
nous avons aussi les nobmres dont le deuxiéme chiffre est le 8 ou le 
9 (2 possibilités ) ; dont le troisième chiffre va être choisi parmi 8 
possibilités et le dernier chiffre parmi 7 . ў 

Soit un total de 3 +2.8.7 = 115 

Pour les nombres qui commencent avec 6 nous avons 9 
possibilités pour le deuxième chiffre ; 8 pour le troisième chiffre et 
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7 pour le dernier. Ce même raisonnement s'applique pour les 
nombres qui commençent avec 7 ou 8 ou 9. 

Soit un total de: 4.9. 8.7 = 2016. 

b) 8. 8. 7. 5 = 2240 : Le premier chiffre va être choisi parmi 
8 puisqu'il est différent de 0 et du dernier chiffre; le deuxième 
chiffre doit être différent du premier et du dernier chiffre ; le 
troisième est différent du premier, du second et du dernier chiffre; et 
le quatrième va être choisi parmi 5. 

с)9.8.7.1+8.8.7. 1 = 952 le dernier chiffre peut être 
le 0 ou le 5. 


d) 9.8.7.1 + 8.8.7.1 + 
—nTnRCn d — 
dernier — chiffre 0 dernier chiffre 2 
8.8.7.1 + 8.8.7.1 + 
2 ——. e —— 
demier chiffre 4 dernier chiffre 6 
8.8.7.1 = 9.8.7.1+4.8.8.7.1 = 2296. 


dernier chiffre 8 


1.18: 

a) П уа 5 ! façons de ranger les 5 nationalités sur une rangée 
de 16 chaises. Dans chaque cas les 4 Tunisiens peuvent se placer de 
4! manières différentes........... les 3 Mauritaniens de 3! manières 
différentes; soit un total de : 


b) Пуа 4 ! façons de ranger les 5 nationalités sur un cercle, 
Donc: ^" 
41 41 41 31 21 3! = 995.328 


1.19: | 
On désire calculer le nombre de partitions de 16 jouets en 5 


ensembles contenants respectivement 4,3,3,3 et 3 Jouets. Donc ii 
уға: 


16! 
= 960,960,000 partition possbles. 


4131313! 
1.20: 
! ! 
a) IH. = 34.650 ; b) E = 39.916.800 
4141211! 312111111! 
ias 12! 9! 
“= e) ———— = 6.652.800 ; d) ———— = 90.720 
313121] t1! 21!2!1!1!.... 1! 
1.21: 
I 
a) — 10! 1907200 
. 2121] HH I... ]! 


b) Il s'agit de ceux qui commencent et se terminent par E ou 
par T ; donc : 


8! SI, 
—+— = 40.320 
21 2! 
с) кыа = 10.080 
2191 3 
1.22 
7 Bonnes 

= 10 
п эч 3 Défectueuses 
a) е = 210 échantillons possibles де 4 pièces. 


b) C = 35 échantillons de 4 pièces non défectueuses. 


^ = 4 GEES . . 72 S 
с) C3.cl- 105 échantillons qui contiennent une ресе 


défectueuse 
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d) C3 . C! + C2 С? + Сі c = СА . c4 = 185 


3 7 3 7 73 


échantillons. — , 


1.23: 8 blanches 


n= 25 boules < 10 Rouges 
7 Vertes 


с? 


2 
a) C (0: 


5. c! = 8820 échantillons de 5 boules. 1 


3 2 4 1 Dë 
10: io: Cis + Cjo: Cis + Cfo- C| st Cio” 


55 RE : 50127échantillons possibles = Nombre totale 


b) Clo. Cie c? 
ЄЗ 


d PIA: de taille 5 - nombre d'échantillons ne contenant 
aucune boule rouge. 


c) C Cl | cf, = 25228 échantillons. 
d) Cle" 8568 échantillons. -- 


е) сд + Ciy + ° 29 échantillons. 


b) e Ч Cio ie = 714 : il s'agit de lots ne contenant ni 


fraise ni framboise ou ps lots avec ed mais sans framboise ou 
avec : framboise mais sans fraise = Сб, = E Cf: : 


c) Ciy + Eh = 672 : il s'agit des lots là oü il y'a citron et 


Cassis ou d lots sans citron. 


d с) = 84 lots distincts. 


1.25: 

P = СР P-1 

a) Ch Ch- T e 
D n! . cP 

n= 


cP= - (n-D! , (n-p)(n-])! 
n ptn-p)! ? 


l pQn-p-D! ` pin=p)! 
e DE 
n-l (p-D!(n-p)! pl(n-pj! 


СР-1+СР = n(n-l)! n! p 


п-1 "nl р(п—-р)! ар ^^ 


P = СР-1 m р-! + p-l р- 
b) Ch Ci Contes +C x 


A partir de a) nous pouvons écrire : 
СР =@ + СР! 


n-l n-i 
-р = eP р—1 
ens] En n-2 


р-1 р р 
cP = СР-1 

P р i 

P = cP-1 , СР-1 рес аре: 
О тее Ср +С 


Remarque : 

Le triangle de Pascal permet d'obtenir rapidement les 

ç x 195 ma 1 ` : Й 
coefficients de la forme Ch d'un développement binomial. On lit 


facilement : 
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- Sur la 1% 
'développement (a + b)? 
- Sur la 24% ligne les coefficients numériques du 
développement (a + b)! 
- Sur la пё" ligne les coefficients numériques du 


développement (a + b)". 


ligne les coefficients numériques du 


(a+b)° = 1 

(a +b)! = a+b 

(a+b)? = I a? +2ab +b? 

(a+b)? = а? + 3a?b + 3ab? +b 

(ағы)! = a" + 4a? b + ба? b? + 4ab? + b 
(а+Ь)# =  a*+5a*'b+10a b?+10a2b3+5ab4+ b` 


(а+Ь)6 = aŠ + 6a? b + 1 5 a! b + 20 a° b + 15 а? b! Gab? + bŠ 
l 


l 6 15 20 15 6 


Le triangle de Pascal a les propriétés suivantes : 


P, : Le premier et le dernier nombre de chaque ligne est 1. 


Р» : Chacun des autres nombres du tableau peut s'obtenir en 
ajoutant les deux nombres situés directement au dessus de lui ; 


c'est à dire en utilisant la relation : 
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P _cP—-1 P 
n E Ta 


po. mf опера аа Œ 
S p(n-p! ^^"  (n-pKn-n4p) ^ 


п арі а) -m 
p n-l p(p - DI(n — p)! DT pKn- p)! 
x cP > 
Р (0-р _ п pP- 
Cr = Ci 5 С] 
b) n CP = n.n! 
п p/tn- pl 
1) CP+ + p CP = n/ + n! 
WE EE e 
"п = ! 
e + =" =n СЕ 
p(n—-p)! р(а-р) 
+1 
nC =(p+1/CF + pcP 
T T m+ o n! 
СЕЗЕ СЫ! =p——  — n QQ 
Р аар” On n-plp+l (prllln-p-1 


| p(n+ U+ n!(n — p? 
(пер +10 - 


A3 


= (n-p)!\(p +1)! (p+ D!\(n-p)! 


nn / p Ss 
Ш----------- nCn 
p/(n- p// 
+1 +1 | 
| РСЁ +С” =nch 
Г227% О, 
р n! e Aç 8 
^ p'(n-=p)! (n-p)' p! = 
p! 
1.28: 
Nous savons à partir de la formule du Binôme de Newton 
que: 
(atb)"= сда! + cla! 1 b+ C24" 7? b? +... + ChaVpr 


a) Pour a =1 et b = 1; cette formule s'écrit : 
AE EE 


b) Pour a = 1 et b = -1 ; cette formule s'écrit : ` 
n - 


n. r0 l 42 i P P n. 
pese С seen SP C e Cu =0 
с) Pour a = l et b => Are опише s есін: 


021 2::2 
Сола Келе ое Бин 2001 


EE Ced eis "€ erae 
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La formule du Binôme de Newton s'écrit : ^ 


, . 
(1+ xi = co -СЇх +С?х°” +.........+CPxP4+......+chxh (1) 


а) Posons x = 1 : dans l'équation (1). H vient і 


(1+8 = CH +c) 


b) Dérivons les deux membres de l'équation (1) раг rapport à 
X. on obtient : 


Es 2 = 
n(1+ xi 7! =C) +2C2x+........+nCBxh l o 
Posons x = dans cette équation : il vient : 


n(12 12 7 


c ) Derivons les deux membres de l'équation (2) par rapport à 


X. H vient : 
7 


-2 3 ‚у 
nn- 1/1+ х0 = Ден + 3.2С9х+......+у(у - VCA х) 


жыеп Саха 2 (5) 


_ Posons x = 1 ; dans cette équation: il vient : 


е е 1e 


n À 
.n.(n- ИСП = = Уу6- рс} 


у= 


SR 


e 


59 = у (у=) =n(n-1/20 72 


Y= 


d) $; peut s'exprimer en fonction d& 5, et 55. Nous pouvons 
` vérifier que S; =S, + S». 


En effet : 
| E AV. Z y 
5) +Š, = 2 УС + У ,O- DC 
inci үш yz2 
n , 
= Y yCY+ X yty-uCt 
у=1 y-l 
D Э 
= D Oy QU ES. 
у=! ii 
53 = 5] о= 12 1-1 + пеп 10211-2 =n(n+192 N-72 


елан 12872 | 


n р 
e) S4 = Ee 
Үш 


Nous pouvons vérifier que S4 =S, + S, = 251+ S>. 
Donc : 


S, =и(п+ 3/2 1—2 Ж 


1) я 
NS. = LT(y2+VCY 
2 v=0 


Nous pouvons vérifier que : 
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55=50+93 =50 +5] +52 


-n-2 
S; -[4* nn 72^ 


яд -4n-2 
5. =[4+п(п+1) 2 


1.30: 
ac} -c2 =D +5 

п/ Ш n/ _ 13-612 +30 , 
3/(n-3/ 2/(n-2)/ 6 


n(n-1(n-2)-3n (n-I-2n3-6n2 +30——› 
n2 —6n2 +5n 2 n3 -6n 2 +30 => 


n-5 


BOTE © =]7 > n=89 


1 
c) AŽ =90 => 2-3 -n(n-1)290— 


2 1 
d) An = 120—254 = N(n-1)(n- 2) = 120 
N- J): 


e) АД =6Aj > n(n-1/(n-2Xn-3/ =6n(n- V — 2) 


п-3-06- leo) 

f) 2AZ +50 =A3,„ 

2n (n-1) + 50 = 2п (2n - 1) = 4n? -2n > 
2{n?-n)+50=4n -2n—50=2n >" 


n? =25 > n =5.. (n doit être positif). 
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CHAPITRE П 


ELEMENTS D'ALGEBRE DES ENSEMBLES 


SECTION І: DEFINITION ET CONCEPTS ESSENTIELS DE 
РВОВАВПЛТЕ. 


Г. 1 Définition : Le calcul des probabilités a pour objet 
l'étude des mécanismes aléatoires ou поп déterministes. La 
probabilité d'un événement est définie comme la fréquence 
d'apparition de cet événement sur un nombre infiniment grand 
d'épreuves identiques et indépendants. Ainsi, si un événement À 
peut se réaliser s fois sur un total de n épreuves équiprobables 
nous avons : | 


EH nombre de cas favorables 
P(réalisation de A) = 


n nombre de cas possibles 


Cependant; Cette définition n'est pas toujours possible. En 
effet; lorsque le nombre de cas possibles est assez grand; il serait 
impossible sinon coüteux de dénombrer tous les cas favorables et 
tous les cas possibles et on se réfère dans ce cas à l'observation ou à 


un échantillon. 7 е 


I. 2: Concepts essentiels de probabilité : 

a) Epreuve aléatoire : 

Le calcul de probabilité intervient là oü il y a incertitude. lâ 
oü il y'a un choix entre plusieurs possibilités Яе natures 
incertaines. Ces possibilités s'appellent épreuves aléatoires. 

b) Ensemble fondamental d'une épreuve : ` ` үзсэн 

L'ensemble fondamental d'une épreuve: est constitué par 
l'ensemble des éventualités c'est-à-dire des résultats possibles. Cet 
ensemble comporte généralement un nombre fini d'éléments .On 
note cet ensemble E. 


.. €) Evénement : 

p Les ‘éléments de Е sont les diverses éventualités 
correspondant aux résultats qui peuvent apparaitre à la suite de . 
l'épreuve considérée. On appelle événement un sous-ensemble 7 
quelconque A de E; c'est-à-dire une partie de E. Chacune des 
éventualités est un sous-ensemble particulier; il est constitué d'un 
élément unique. C'est pourquoi; on dit encore qu’une éventualité ` 
est un événement élémentaire. 


Remarque: - 
* Si toutes les éventualités ont la-méme probabilité; ces 
éventualités sont dites équiprobables. 


I.3: Langage de la Théorie des probabilités et langage 
de la théorie des ensembles. 


Langage d'un ensemble Langage des probabilités 
.E est un ensemble | E est ип espace ou univers. 
A est un sous ensemble de E A est un évériement de E. 
` Ò L'ensemble vide noté A Evénement impossible. 
La réunion de A et B noté AUB La réalisation de A ou B (ou des deux). 


.L'intersection de A et B notée AB | La réalisation simultanée de A et B. 


‘À et B sont deux ensembles disjóints| A et В sont deux événements 
‘c'est à dire AQB = ó `` ` incompatibles 


ou exclusifs. 


Complément de А dans noite Ce | А événement contraire de A aux 


avec 


| АЮВ ав |a= E 


E 
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SECTION Il : Les Axiomés de probabilité : 


Soit un ensemble fondamental E et A; = l'ensemble de ces 
événements . Nous avons les axiomes suivantes : 
A, : La probabilité associée à tout événement Ai est positive 


ou nulle 
P(A)20. 


Аз : La probabilité associée à l'ensemble des événements est 


égaleàl. 5” 
| P (E) =l. | 


A; : Soit A et B deux événements incompatibles. La 
probabilités de la réunion de ces événements est égale à la somme 
des probabilités de A et B 


P(AUB)=P(A)+P(B) 


et d'une façon générale si А), A», ................. À, sont n événements 
mutuellement incompatibles, nous avons г 


P (A, H As Јони Sach U АЛЫР (А, )+ (Aa) Eeer 
n 

+Р(А)= Z P(A) 
i=] 


Remarques : 

1°) Si A et B sont deux événements incompatibles, nous 
avons: 

P (AUB) = P (A) + P (B) - P (A ^B) 

Si A. B et C sont des événements incompatibles nous 

avons: 

P(AUBUC)=P(A)+PGB+P(C)-P(AN B) 
-P(ANC)-P(BHC)+P( ANBNOC). i 


et d'une façon générale : 
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Р(А UA, ы UA;)- 
n j \ 
XPAU-Y Х.РСАрбАИ-У, YE РА; ПА; NA) 
1= 


i<j I< K J 
п-1 
+... HV PCA | NA... NAg? 


2°) A et A sont deux événements incompatibles — 


P(AU A =P(E)=P( A)+P (А) =l = P(A/=1-P(A) 


PCA) =1СР(А) 


3°) Si dans l'égalité ci-dessus; on fait A = E > A= 0 — 
Р(А)=Р ($) =1-Р(А) = 1-Р (Е) =0 > 


Р(%)-0 
La probabilité de l'événement impossible est nulle. 
A. Si B est inclus dans A; alors P (A) P (B). 
En effet : A = B U( A-B) — 
Р(А) =Р(В) +Р(А - В) ауеср (А - В) 20 э P ( A) 2 P (B). ` 


УВ сА Э Р(АЈ2 KB) > 


А; : En vertu des axiomes précédents : nous pouvons écrire 


| 0<Р(А)<1 | 


Inégalité de Boole : 

Comme la probabilité de l'intersection est positive ou nulle; 
nous pouvons écrire : 

P(AUB)=P(A)+P(B) :P(ANB)<P(A)+P(B). 
P(AUBUC)<P(AURB)+P(C)<P(A)+P (В) +P (C). 

et plus généralement : 


Remarque: 


ve 


n 
P (A U Aoc UA e Pho - 


P(A.). 
11; 1 


i 1 


HU MS 
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Cette inégalité porte le nom d'inégalité de Boole. x 


SECTION III : LES PROBABILITES 
CONDITIONNELLES : ° 

HI. 1 Formule des probabilités conditionnelles : 

Soit A et B deux événements incompatibles appartenant à un 
même ensemble E, avec 

Р(А)>0;Р(Ву>беР(А/В)>0. 

Га probabilité de réalisation de l'événement B sachant que 
l'événement A est réalisé s'appelle probabilité conditionnelle de B 


+ ` р _ РА nB) 
par rapport à A et se note: P ( B / A) = 
P(A AB)? 
J E 
Ee РГА) 


III.2 Formule des probabilités composées : 

La probabilité composée est la probabilité de réalisation de 
deux ou plusieurs événements. La formule des probabilités 
composées peut être déduite à partir de celle des probabilités 
conditionnelles : 

En effet : nous avons : 

Р (АПВ) = Р (B).P (A /B)=P (A). P (B/A) 

Р(АПВОС) = Р(А).Р(В/А).Р(С/Аг В) 
= et d'une façon générale : soit { А, A: ............ Ау ;n2 2 une 
famille d'événements quelconques d'un ensemble E, telle que l'ona 

P (А, ПА. ........ ПА, ) = 0: alors опа: 


| Р(А т А: .......ш. су A)-7P(AQ.P(C AZ AQ). PCAS/ Au Az) 4--.. 
| РАА O A:............... O Aa) 


Remarque : 
La condition P (Ау O A5... ПА, ) = 0 implique que 


les événements Ау, Âl C А.А; A А» C Аз, desse pius ms A, C А» 


EE N À,., ont aussi des probabilités non nulles. 


ER 


SECTION IV: EVENEMENTS INDEPENDANTS ; 
EVENEMENTS LIES : 

IV. 1 Définition 

Soit A et B deux événements de probabilité non nulle telle que 

Р (А) > 0еЕР (В)>0. 

Si P (A / B) = P (А); on dit que la réalisation de А est 
indépendante de В; c'est-à-dire que la réalisation de A n'est pas 
affectée par le fait que B soit ou non réalisé. ` 


Formellement : 


= 3) 
A et B sont indépendants < P (А/В) = DE, P (A) > 


P (AN B) - P (A). P (B) 


Cette notion d'indépendance peut étre étendue au cas d'une 
famille finie d'événements. Nous avons les définitions suivantes. 


Définition 1 : 
Indépendance K à K d'une famille d'événements : 


Soit { Aj. А», ............ An} avec n > 2, une famille 
d'événements de E, alors ces événements sont dits indépendants K 
à K si, pour toute sous-famille de K événements | Арц... ‚ Ак lb: 


2 < K <n ; choisie dans la famille initiale. опа: 


Définition 2: 

Indépendance mutuelle d'une famille d'événements : 

Soit { An А» ‚ш... An), n > 2. une famille 
t 


d'événements de E: alors ces événements sont dit mutueliemen 


1 
! 


indépendants (ou simplement indépendants) s'ils sont 


indépendants à la fois 2 à 2: 3à 3. ................ et n à n c'est-à-dire si 
ona: 


Remarques : 

* Dans le cas oü l'égalité n'est pas vérifiée; on dit que A et B 
sont liés. 

* L'indépendance de A, et Аҙ implique l'indépendance de А, 
et A: ; A, et As; As et Ai. 


SECTION V : ALGEBRE DE BOOLE ET SIGMA 
ALGEBRE DE BOOLE 

Soient : 

E : Ensemble fondamental ou ensemble des résultats 
possibles. 

A; = Les événements de E. 

P(E) l'ensemble des parties de E: 

Si card E = [E] =n alors card P(E) = |Р(Ел|=2" 

Définition 1: Algébre de Boole 

Soit A une famille de parties de E: A CP(E) 

A est une algébre de Boole si et seulement si elle posséde les 
propriétés suivantes : 

P, :феА. 

Р,:А est stable par complémentarité : 


VA € А; alors A eA 
P5: A est stable par Union : 
Vx eU єА ШӨЛ UA, €A 


Conséquences de la définition : 
С.:ЕвА/ са E=ô 


C; : E est stable par intersection finie . 
VA, eA EA alors A MA, € A. 
1 2 1 2 
En effet :. 
VA, EA SAVEA 


VÀ. EA >A, €A. 


ËCH 
Un 


La stabilité par union => À UA „e A et la stabilité par 


1 
complementation 


>A VA EA>A СА «А-А ПА EA 
1 2 l 2 l 2 
Définition 2 : Sigma Algèbre de Boole ( Tribu) : 
Une famille ;# de parties de E est appelée une sigma algèbre 
de Boole (ou Tribu) si les propriétés suivantes sont verifiées : 


P Ee A 


| Р, ‚ А est stable par complémetation. 


| Р, ‚А est stable par union dénombrable. 


Remarques : 

* Une oalgèbre de Boole est toujours une algèbre de Boole . 
En effet : la stabilité dénombrable de l'union entraine la stabilité 
finie de l'union puisqu'une union finie peut toujours se mettre sous 
forme d'union dénombrable. 

* Un algèbre de Boole n'est pas necéssairement une o algèbre 
de Boole . La stabilité par union et par intersection finie . n'entraine 
pas nécéssairament la stabilité par union et par intersection 
dénombrable. x 

5 La stablité par complèmentarité et par union entraine la 
stablité par intersection. La stablité par complémentarité et par 
intersection entraine la stabilité par union. 

Par contre: la stablité par union et par intersection n'entrame 
pas la stablité par complémentarité. |... 


EXERCICES 


П.1: 
Soient A. B. C des événements d'un ensemble E . 
1°) Exprimer les événements suivants sous forme ensembliste: 
a) A seul se produit. 
b) A et B se produisent mais non C. 
C) Aucun des trois événements ne se produit. 
. d) Les trois événements se produisent simultanément. 
` ` е) Au moins l'un des événements se produit. 
f) Au moins deux des événements se produisent. 
g) Deux événements exactement se produisent. 
h) Deux événements au plus se produisent. 
i) Deux événements ou plus se produisent. 
j) Un seul événement se produit. 


2?) Déterminer les ensembles : 


X=(AnB) U( A nB). 

Y=(AUBINCAURB). 

Z=(AnB (Ar D. 

W=(AUC)N[(AUBUC) U(ANC)U(BNC] 
O[CU(BNCO]] 

U=[An(BUC)n(BNC)U С] 

V=(ANB)JU( ANC)U[( AUB/^(AuUC!] 


Шақат Қара 
бой А.В.С trois événements non-disjoints associés au méme 
éspace E. Démontrer que : 
12) РСЦАФВ)5ГР(А)-4Р(В)-Р(Агс 8). 
2%P(AUBUC)= PCAJV PB) +P СУ-РСАТА В) - 
P(BAC)-P(ANC)+P(ANBAC) 
H.3: 
Soit A et B; deux événements de E. 
1?) Montrer que : 2. 


2 
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2°) On note А A B la différence symétrique de A et de B 
définie par: АДВ = (Ас B) e (A n B). 

a) Montrer que : 

ААВ = (АОВ) (ААВ). 

b) En déduire l'expression du complémentaire de cette 
différence symétriques : AAB 


11.4: 

On considère l'ensemble des demandeurs d'emploi et soit les 
événements suivants : 

B = Ensemble des demandeurs d'emploi titulaires du Bac 
Economie. 

E = Ensemble des demandeurs d'emploi titulaires de la 
Maitrise d'Economie. 

G = Ensemble des demandeurs d'emploi titulaires de la 
Maitrise de Gestion. 


On suppose qu'un demandeur d'emploi ne peut être titulaire 


1 1 


de 2 maitrises et que P (B) ==: P (E) - =; P (G) Es 
2 Si 


On suppose aussi que la moitié des maitrisards possède le 
Bac Economie. Calculer la probabilité de l'événement : 

A = Ensemble des demandeurs d'emploi ayant au moins un 
des trois diplômes. | 


П.5: 


НЭРС 


Scicnt 2 événements А). Аз. et А; d'un méme éspace 
probabilisable E. 
On donne 


"ЭРЭ 
1 


1 i J j 


3 3 
orc > АЕ. 
"É eel 


3 
S= Ёс A.) = 0.05 
1-1 7 
Soient les événements : 
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В = Au moins Рип des trois événements se réalise : 
C = exactement l'un des trois événements se réalise. 
D = Au moins deux des trois événements se réalisent. 
Calculer P (B); P ( C) et P (D). 


11.6: 

Deux lignes téléphoniques aboutissent à un même standard. 
Désignons par : 

B, = L'événement < la ligne L, . est occupée > 

В» = L'éVénement < la ligne 15. est occupée > 

On donne les probabilités suivantes =- | 

P(B,)=0.7: Р(В„) 205;P(B, ОВ. ) = 0.3. 


Déterminer les probabilités des événements suivants : 
1°) A, = Une ligne au moins est occupée. 

2°) A» = Une seule ligne est libre. 

3°) A; = Les deux lignes sont libres. 

4?) A, Une ligne au plus est occupée. 


11.7: e 

Dans une Banque. sur 100 personnes qui ont posé leur 
candidature à un emploi de secrétaire de direction. 40 ont une 
expérience professionnelle antérieure, 30 ont un diplôme de 
dactylo-Sténo et 20 ont à la fois le diplôme et l'expérience. 


1°) Quelle est la probabilité pour qu'une des 100 candidates 
tirée au hasard ait soit l'expérience. soit le diplôme, soit ies deux ? 

2°) Quelle est la probabilité pour qu'une des 100 candidates 
tirées au hasard ait soit l'expérience. soit le diplôme mais pas les 
deux? | 

3?) Caleuler la probabilité pour qu'une candidate choisie au 
diplôme de dactylo-Sténo. 

4?) Les événements que vous aurez au préalable définis sont - 
ils indépendants? 


11.8: 

Soit А-В et С, trois événements associés à un éspace 
probabilisable E. 

Dans une population 4096 des individus ont A, 6096 ont B; 
7096 ont C ; 30% A et B ; 25% A et C ; 40% B et C et 18% A, B 
et C. 

On extrait au hasard de la population un individu. 

1°) Quelle est la probabilité pour que : 

a) il ait A et B et n'ait pas C. ? 

b) il ait au plus deux événements ? 

c) il ait au moins deux événements ? 

d) il ait exactement deux événements ? 

e) il ait au moins un événement ? 

f) il n ait aucun des trois événements? 


2?) On constate que l'individu extrait a l'événement A.Quelle 
est la probabilité pour qu'il : | 

a) ait B? d) n` ait ni B ni C? 

b) ait B et C? e) ait B mais non C? 

c) ait B ou C? 


39) On constate que l'individu extrait aus les événement B et 
C. Quelle est la probabilité pour qu'il ait A. 


П.9: SH 

Soit A et B deux événements d'un éspace probabilisable E tel 
que : 

P (A) = 0.7 et P (В) = 0.3. 

1?) Choisir pour P (A É> B) l'une des valeurs 0.2 ; 0,4 ou 0,5 
et calculer : 

a) P (A U B); 

b) P (AU B) 

c) P(A / B) lla 

d)P(B/A). нэ En 

2?) Choisir pour P (A U B) l'une des valeurs 0,5; 0,65 ou 0,9 
et calculer : | 

а) YA NB) 

b)P(B/A) 

c)P (B/A) 


3?) Choisir pour P (A / B) l'une des valeurs 0,3.0.5 ou 0.7 et 
calculer : | 

а) Р (А LB): 

b) P (B/ A) et 

c) P(A/ B) 

IL. 10: 

1?) Soit deux événements A et B indépendants associés à un 
éspace probablisable E . Monter que : 

a) A et B sont indépendants. 

b) Aet B sont indépendants. 


`Ë < м, ту 84.25 1: ` А ^ 
CJ A Ct D хи цас олс. terni 


2?) Soient trois événements A. D et C mutuellement 
indépendants associés à un éspace probalisable E . Montrer que : 

a) A, B, C sont indépendants. 

b) А. B, C. sont indépendants. i 

c) A.B, C sont indépendants. 

39) Soient n événements A; Ас... A, mutuellements 
indépendants. On acceptera que A, . A: A, Soiént 
mutuellement indépendants. Montrer que : 
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IT.11: 

Soit A et B. deux événements associés à une certaine 
expérience. On donne : 

P(A)=0.3 ; P (A U B) =0,7 : P (B) = p. 


1°) Déterminer p si A et B sont incompatibles 
2°) Déterminer p si A et B sont indépendants. 


3°) Calculer dans le cas de la 2ëme question: la probabilité des 
événements suivants: - 


a) A ou B se produit. 

b) A seulement se produit. 

c) Aucun événement ne se produit. 

d) Un seulement des 2 événements se produit. 

€) A ou non B; mais l’un seulement de ces 2 événements. 


4°) Calculer dans le cas de la 2ème question : 
P (AUB): P( AUB): P(AUB): P(ANB) 


Р(АПВ): P(ANB): P(A/B): P(B/A) 
P(A/B) Í 


H. 12: 
Soit l'expérience qui consiste à jeter simultanément deux dés 
parfaits. 
Soit les événements suivants : 
d ‘A, = la somme des 2 dés est paire. 
A: = Le premier dé présente une face impaire. 
A; = Le deuxième dé présente une face paire. 
1°) Ai. А-. A; sont-ils mutuellement indépendants ? 
2°) A, с\ А; et А; sont-ils indépendants ? 
3°) A, N A, et A; sont-ils indépendants 2 
49) A, Ü A: et А: sont-ils indépendants ? 
5°) А U A, et A; sont-ils indépendants ? 
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II.13: 9 

Une urne contient 4 pièces de monnaie dont trois sont 
normales (c'est à dire qu’ elles ont un côté « pile» et un côté 
« face ») et une pièce anormate dont les deux côtés sont « piles ». 

Si on tire une pièce de l'urne et on la jette deux fois, quelle est 
la probabilité pour obtenir : 

1°) Deux fois < pile >? 

2°) Deux fois « face »? 

3?) Une fois pile et une fois face ? 


II.14: 

On a vendu n billets de la loterie nationale qui comporte 5 prix 
à distribuer. 

1°) Quelle est la probabilité de gagner au moins un prix, si j'en 
achéte 2 billets ? 

2°) Quelle est la probabilité de gagner les 5 prix ‚51 j'en achète 
K billets (K 2 5) ? 


II.15: 

Quel est le plus probable : jouant avec un dé et obtenir au 
moins une fois 6 en 4 coups, ou , jouant avec 2 dés et obtenir au 
moins une fois deux 6 en 20 coups.? 


II. 16: 

Il y a N personnes : pi. p», ....., рм dans une ville. Au cours 
d'un sondage, on préléve un échantillon de taille n personnes dans 
cette population. 

1°) Si on effectue un sondage sans remise: 

a) Quel est le nombre d'échantillons distincts que l'on peut 
former? 

b) Quel est le nombre d'échantillons distincts comprenant un 
individu donné p;? 55 

c) Quelle est la probabilité pour que pi  appartienne à 
l'échantillon prélévé ? 


2?) Répondre aux questions a), b), et c) de 1? dans le cas ой le 
sondage s'effectue avec remise. 


H.17: 

Dans une faculté : 40% des étudiants échouent en 
Statistiques; 50% en Mathématiques et 25% des étudiants échouent 
en Mathématiques et en Statistiques. 

On choisit un étudiant au hasard : 


1°) Si l'étudiant-à: échoué en Mathématiques ; quelle est 
probabilité qu'il n'ait pas échoué en Statistiques ? 

21) Si l'étudiant n'a pas échoué en Statistiques ; quelle est la 
probabilité qu'il n'ait pas encore échoué en Mathématiques? 

31) Si l'étudiant, a échoué en Statistiques; quelle est Ја 
probabilité qu'il ait aussi échoué en Mathématiques ? 

4i) Quelle est la probabilité qu'il ait échoué en une matiére au 
moins? 

5i) Quelle est la probabilité qu'il ait échoué en une seule 
matière? 


П.18: | 
On lance 10 boules numérotées de Га 10 vers 10 cases 
également numérotées del à 10; une case ne recevant qu'une boule. 


1°) Calculer la probabilité que la boule п°1 entre dans la case 
n?l. 


2°\ Calculer la ртос01 е que les boules paires entrent dans 
leurs cases respectives (en supposant que seules les boules paires 


seront jetées). 


3°) Calculer la probabilité que chacune des 10 boules ait 
retrouvé la case portant son numéro. 
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4°) Sachant que les 9 premieres boules ont retrouvé la сазе 
portant leur numéro; quelle est la probabilité que la dernière boule 
rate la case portant son numéro? 


П.19: 

On lance trois dés identifiables. Un joueur A gagne la partie si 
le total des points présentés par les trois dés est 12. Un joueur B 
gagne la partie si le total des point est 13 et un joueur C gagne la 
partie si le total des points est 14. 

Ce jeu est-il équitable? 


II . 20 : 

Une pièce de monnaie est lancée 3 fois. Un joueur A gagne la 
partie si le côté « Pile » de la pièce se présente au moins 4 fois. Un 
joueur; B gagne la partie si le côté « Pile » et le côté « face » se 
présente chacun au moins 2 fois. 

Ce jeu est-il équitable? 


П.21: 

Trois étudiants A, B et C passent le même jour un examen. 
Les trois examens sont différents et se passent en des lieux 
différents. 

Les probabilités de réussite sont estimées à : 

P(A)=0,7 ; P(B)=0,4 ; P (C) = 0,6. 


Calculer la probabilité : 

1°) que les trois étudiants soient reçus. 

2*) que les trois étudiants échouent. 

3°) qu'un seul étudiant soit reçu. 

4?) qu'au moins un étudiant soit recu. 

5?) que A seulement soit recu. 

6?) qu'au moins deux étudiants soient reçus. 


П.22: 
Une urne contient x boules dont у sont blanches et les autres 
étant noires. 


Un 
un 


La probabilité de tirer une boule blanche au premier tirage est 
1/4; la probabilité de tirer une boule blanche puis une boule noire 
sans remise est égale à 1/5. 

Calculer x et y. 


II .23: 

Une urne contient x boules dont 5 sont blanches et les autres 
étant noires. 

1°) A l'occasion d'un tirage sans remise de deux boules, la 
.probabilité d'obtenir une boule blanche puis unë boule noire est 
égale à 5/18. 
- Calculer х. 


2°) Même question si le tirage de deux boules est effectué 
avec remise. 


П.24: 

Une urne U, contient 8 boules dont 3 sont blanches et une 
urne 1), contient 5 boules dont 2 blanches. On tire au hasard une 
boule dans chaque urne ? 

1°) Quelle est la probabilité pi, pour que les deux boules 
soient blanches, ? 

2°) Quelle est la probabilité р, pour que les deux boules ne 
soient pas blanches ? 

3?) Quelle est la probabilité p: pour que l'une des boules soit 
blanches et l'autre ne le soit pas ? 

4?) Si l'une des boules est blanche et l'autre ne l'est pas; 
quelle est la probabilité p. pour que la boule blanche provienne de 


urne Us Болон 

II. 25: 

Deux chasseurs A et B font feu simultanément sur un lièvre. 
ИИИ 
Р (А) = probabilité de voir А toucher le lièvre = 0,8. 

Р (В) = probabilité de voir В toucher le lièvre= 0,9. 
1°) Si A et B tirent chacun deux fois, quelle est la probabilité 
que la cible soit atteinte au moins une fois ? 


un 
& 


2°) Si A et B tirent chacun une fois et si la cible n'est atteinte 
qu'un seule fois; quelle est la probabilité pour que ce soit A qui ait 
atteint la cible? 


3?) Si A ne peut tirer que deux fois; combien de fois B doit-il 
tirer pour que la probabilité d'atteindre le liévre soit au moins égale 
à 0,9999 ? 


4?) Si A ne peut tirer qu'une seule fois; combien de fois B 
doit il tirer pour que la probabilité d'atteindre le liévre soit au moins 
égale à 0,999 ? 


II. 26 : 

On considére un questionnaire comprenant 8 questions 
indépendantes à chacune desquelles on doit répondre par oui ou par 
non. 

1?) Combien peut-on donner de réponses différentes si l'on 
répond par 4 oui et 4 non? 

2?) Quelle est la probabilité d'avoir 2 réponses justes parmi 
les oui et 3 réponses justes parmi les non? 


П.27: 

Une urne contient 8 boules noires et 4 boules blanches. 

I) On tire une boule de l'urne au hasard. On la met de côté. et 
l'on remet deux boules de l'autre couleur dans l'urne. On tire une 
seconde boule au hasard de l'urne. Calculer la probabilité que : 

1°) La boule tirée soit noire. 

2?) Les deux boules soient de la méme couleur. 


II) Répondre aux mémes questions en supposant que l'on 
remet deux boules de la méme couleur que la première boule tirée. 

П.. 28 : Байн 

Un appareil de jeu Тан tomber 4 billes numérotées 1,2,3 et 4 
dans 2 cases désignées par a et b. Chaque répartition est également 
probable. 


1?) Décrire et dénombrer l'ensemble des possibilités. 

2?)Calculer la probabilité de l'événement < la case a est vide y. 

3?) Calculer la probabilité de l'événement « la case a contient 
au moins une bille ». 

49) On fait le total des numéros des billes tombées dans la 
case a et on en retranche le total des numéros des billes tombées 
dans la case b. 

a) Quelle est la probabilité d'obtenir un résultat nul? 

b) Quelle est la probabilité d'obtenir un résultat strictement 
positif? - 


П.29: - 

Les nombres 1,2,3...,n sont déposés au hasard linéairement. 

1°) Quelle est la probabilité que 1 et 2 apparaissent dans cet 
ordre cóte à cóte ? 

2°) Quelle est la probabilité que 1,2,3, apparaissent dans cet 
ordre cóte à cóte ? 

3°) Quelle est la probabilité que 1,2,3,....m. (m « n) 
apparaissent dans cet ordre cóte à cóte ? 

IL . 30: 

On jette une pièce de monnaie n fois On donne la 
signification suivante aux événements A et B: 


А = Face est obtenue au plus 1 fois. 
B = Pile et Face sont obtenus au moins une fois chacun. 
A et B sont ils indépendants dans les 2 cas suivants : 


19 п = 27 
29) n= 3? 
IT . 31: 


Soit À, B, C trois événements quelconques d'un ensemble E 
tel que А Сф; BevCz$ et АлВ-д9. 


1?) Vérifier que 


P [ ( AUB) / C] = P (A/C) + P (B/O) 
2?) Etudier le cas où ANBZ@. 


П.32: 

Répondre par vrai ou faux (justifier votre réponse) : 

1?) Deux événements incompatibles sont deux événements 
indépendants. 

2°) Deux événements indépendants sont deux événements 
incompatibles. 

3?) soit A et B deux événements tel que: 

P (A) + P (B)> 1 

Alors A et B sont indépendants. 

4°) Le principe des probabilités composées s'énonce toujours 
comme suit: 

P (A A B) =P (A). P (B). 

5°) Deux étudiants passent le même jour un examen: 

P (A) = Probabilité de succés pour le premier = 0,8. 

P (B) = Probabilité de succ_s pour le second = 0,7. 

Alors ; la probabilité qu'ils échouent tous les deux est de 0,5. 

6°) Deux chasseurs A et B font feu simultanément sur un 
lièvre. 

P (A) = Probabilité de voir A toucher le lièvre = 0,8. 

P (B) = Probabilité de voir B toucher le lièvre = 0,9. 

La probabilité de voir l'animal atteint = 0, 92. 

7°) Soit (A.B.C) 3 événements appartenant à un méme 
ensemble et deux à deux indépendants; alors : 

Р(АПВОС) = РА). P(B). P (С). 


П.33: 
Soit E un ensemble des résultats possibles d'une expérience 
. quelconque; P(E) . l'ensemble des parties de E et A C P(E?) 


19) Determiner toutes les tribus A définies sur E; avec 


a) E = {a,b}; ЫЕ = {a,b,c}. 
2°) Soit E = fa, b,c,d,e} 
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 Déterminer une tribu Асопіепапі les événements 
080507 
3?) Soit E = ( a, b, c, dj. 
А = {ф;{а}: (by (b.c d (a.c d (a b.c.) 


A est elle une tribu ? 


IT . 34 : 
| Soit E un ensemble fondamental muni de deux tribus А , et 
A;.On désigne par А ,^ А» (repectivement А | U A + ) la famille 
des parties dans A j-et'dans А» (respectivement dans A, ou A»). 
1°) Montrer que A, MA, est une tribu ^^ 
2°)Vérifier sur un exemple que A UA, n'est pas 
nécessairement une tribu. 
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-- SOLUTIONS PROPOSEES EH 
II.1: 
1°) 
а)Ас\В nC = A-(AnB) -(ANC)+(ANBNC) 
b'ANBNC=(ANB/-(ANBNC/ 


СА NBNC=AUBUC 

d'ANnBAC 

QA ОВОС 548 

FAN В) UYA r C) O (Bn C) = 
gMANBNCIUI(ANBNCIU(ANBNCI 
WAUBUC=ANBNC 

ІА е ВЈ (А С) (Ве С) 


jA ОВОС) ОА ВС) (А Ве C 
2°)Х =(ANB/U(A В) = (АХАЈА В= ЕВ = B 


Y (A UB/N(AUB=AU(BNB/=A 

2= (Ат Biet Ach В = (Ао Bier Au В) = BU|ANA|=B=X 

У (АОС) [(АОВОС) U(ANC)U(BNO)|N[CU(BNO)]] 
= (AUC)N[(ANBNC)U(ANC)U(BNO)]|nC 


= (АО) [С (В) (ао) ас s. 


U=[antBuon(Bnoud]=[Aan(BuC)n(BUON(CUÔ) 
=AN(BUO)N(BUO)=ANB-ANBNC. 
v=UnBuUAnOU[(AVBH(AUO)] 


= (АсуВ)хшАгуС)ы (Ах) BJU(AUC) 


61 


=(ANBH/UV(ANCIUIANBIU( Aen) 
= AN(BUB/UAN(CUC) 
=ANEUANE=AUA=E 


IL .2 : 
1) Nous avons la représentation graphique suivante : 


AUB=(A-B)UB qui sont incompatibles. 
P(AU В) = P(A-B)+P(B)= P(A)-P(AN B) +Р(В). 


d'où: 


P(AU B) = Р(А) + Р(В) – P(AN B) š 


2°)P(AU BUC)=P(AU D) 
= P(A)- P(D)- P(An D) 
Avec Р= Вос 


P(AUBUC) = P(A)/+P(BU C- РА (Bu CJ] 
= P(A) + P(B? + PCC) -P(B nË- РКА N B) САГС 
= P(A)+ P(B) + P(C) - P(BNC/- РА п В)— РА NC) 
+PCANBN C. 


d’où : 


P(AUBUC)- Р(А)+Р(В/+Р(С)-Р(Вг С) - PCA NC 
—-PLANB'/+PANBNCI. 


ons ТЕЗ. PI 
1°) 
VANB=AUB. 
УхЕАПВ <> xe AnBoxeeAet/ouxeée В <> 


xeAet/ouxeB->xe AUB 


Ainsi 


VreAnB—xeAUB. ds. 


De méme: - 
VxeAuUBoxeAouxe В 
хєАоихєВ-хєЄєАСҮВ-э xeAnB 


Ainsi:| УХЕАЧВ > ХЕАЛПВ 


Nous avons démontré que ` 


VreANnB— x€ AUB -—  - ÀÀ— 2 
> AUB. C.Q.F.D. 


etVx e AUB x € AQB 


b AUB=AnB. 
Vx cAUBx&€AUB 


xeAet xeB->xeAetxeB=> xeAnB 


Ainsi : 


De même 
УхеАлВ-эхвеАехеВ 


D x € Aet x œ B > хе AUBxcAUB ә 


Ainsi : 
VrxeAnB- xeAUB | 


Nous avons démontré que : 
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VxeAuUBxeAnB | à 
| EE > 
еМ хЕАПВ э хє AUB 

Remarques : 

* Nous pouvons écrire dés le début l'équivalence; 

* Ces formules sont généralisables: et nous avons 
n événements quelconques d'un 


ensemble E ; 187 


29) 
а) ААВ =(ANBJU (AN B) 


= (АЈА) MAUB/N(BU A/N(BUB/ 
— IÇ ` os 
É É 
—(AUB)n(BuA! 


=(AUBIN(AN В} 


AARI NODAL D 
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ААВ = (АСВ АВ C s 


=(AUB/U(ANB) 
=(ANB/U(ANB/ 
=(A UA)N(AUB/NtBU A/N(BUB/ 


ААВ = (A UB/N(BU А). 


0.4: — 
Nous avons : 


G B 
1 1 
Avec: P(BA E?) = => P(Br G) = — 
йн 10 12 
puisque la moitié des maitrisards possède le Bac Math. 


Par conséquent : 


P(A) 2P(BUEUG/z P(B/+ PE) - P(G) -P(BNE)- PB G) 
1 1 1 1 1 62 
= — 
3 5 6 10 12 120 
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. 11.5: > 
РСВ) = P(A U A, U AJ) = P(A,/+ P(A,) - PC A 


-P(A, AJ PRA N AJJ- (A, A +P ПА, A 


Nous avons : 
a 


S, = У, P(A;,)=P(A,)+P(A,)+P(A,) 


із! 


S, = > PS na) = УРА, А) +Р(А, ПА,)+Р(А, с\А))) 


= Р(А,) - P(A;) + Р(А,) +2Р(А, пА,)+2Р(А, ПА,) 
+2Р((А, n A.) 


5 = P(A, NA, ПА, ) Оп demande de calculer : 
*P(B = P((A LA, UA) > 


РВ)-5,-2(5,-8)%5,-0,65 


*P(C) = P(A, ПА, ПА:/+Р(А, ПА, NA3)+PCA, NA) NA у) 
= РА) А, ^ AJ - РА, NA, +P(A, СА, As) 
+PCA,) - А, AJ - РСА, C AJ + P(A ПА, NA) 


+Р(А,/- PA NM А,/— P(A ПА, + РА PA, A 


=Р(А,/+Р(А,/+Р(А,/-2Р(А А, - 2Р(А NA.) 
—P(A. А ,/ + ЗРЃЌА, ПА, МА, 
-5)%(5,-5,)%35, = 25, - S, + 35, 


66 


*P(D/ = СА, ПА, UCA, NA JU (А, N A]-—— 
=P(A,NA,J+H+(A, СА +P(A, NA;/-2P(A NA, NA, 


S 
BES ы 02 
5 | 


EE U Bj) = P(B,) + PB.) - РЕВ, n Bj) =0.9 

| РЕВ, BU B п В,/ = Ре, е Bi) P(B i NB, 
= P(B,)+P(B,/-2P(B,N BJ 
= P(B U B,/- РЕВ, о BJ = 0.6 

33)P(BiO Bai = РВ, 0B; 1 РЕВ, U B>) = 0.1 


4°)Р( В, о Вэ? = РВ, ^B.) = 1- PB, NB/=0.7 


n.7: 

Soit les événements : 

E = La candidate a une expérience passée. 

D 7 La candidate a un diplóme de dactylo-Sténo. 


nous avons : 
P(E: =0.4; P(D/-=0.3: Р(Ес D) = 0.2. 


1°)Р(Е U D) = PCE) +P(D) - PCE D) = 0.5. 

29)PCE ND U En D) = РЕ с D)  PCEQ D) 
=P(EUDI-P(En DJ) = 0.3. 
рЕ р) 02 


3°)P(D / E) = ————— = —— 
P(E/ 0,4 


= 0.5. 
4°) (Е D) + P(EJPOD .. 

02  z0.4.03 ә EetDsontliés. 
П.8: 
Soit les événements : | 
A = L'individu extrait à l'événement А. 
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B= L'individu extrait àl événement B. 

C= L'individu extrait à l'événement C. 

1°) 

ад P(ANBNCI=PIANBI-PIANBNONC)I=0.3-0.18=0.12 


b) PAUBUC/=PANBNC=I1-PLANBNC)= 0.82. 


c) P(ANBLUANCUBNC/ = РА NB} + 

Р(А С + РВ С - 2Р(А ВИС = 0,59 
d) P(ANMBNCUANBNCUANBNC)=P(ANB)+ 
РАм С) + Р(В O - 3P(An ВС) =0, 41 


ei P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)- 
P(ANC)- P(BNC)+P(ANBNC)=0,93 
2) P(ANBNC)= P(AUBUC)=1-P(AUBUC)=0,07 


a) E E 
P(A) 0,4 
b) inno Ne ава UI». км 
P(A) 0,4 
c) PBUC/A)= P[(BUC)n A] _ P[BNA)U(CNA)] 
P(A) P(A) 
_ PRANB)+P(ANC)-P(ANBNC) _ 0,37 6, 
P(A) 0.4 ын 
ас гА] - HBC. 
Dr AJ 
Р(А)-Р(А пВ)-Р(АпС]+ РА ВС E 0.03 = 0.075 
РСА) 0,4 ` 
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EE ла 
. P(A? 
P(AQNBI-P(ANBNC) 0.12 


O oto aD eo A qa 
é P( A) 0,4 


PP. PAIBA аула іле тт 


P(Br C): 0.4 


П.9: 

19) ur я 

АСВСА et AnBcB 9 21 
Р(А с\ В) < P(A) E 


et + > on choisit P(A É> B) = 02 
Р(А т B) < P(B) 
а) P(AUB/=P(A/+P(B)-P(ANB/=0.8 
b) P(AUB/- P(A)4 PCB) - РСА NB) 
=1-Р(А)+Р(В)-Р(В)+Р(А В = 0.5 


Tip; PANB/_ Р(В/- (АПВ) _,_ 2033 
с) РАВ pp gj ___ >= 1 PIA / B) = 0.33 


P(AnB). 02 04-0 


) РВ/АЈ= =_= 
Ж: Р(А) 0,7 


2?) I** méthode : 
ACAUB et ВсАУВ- 


P(A) EPA! B) ег РЕВ <P(AUB/ 
on choisit РА UB) 209 


2? méthode : 
P(A U B) = P( A)+ P(B)— P(A n BJ 


P(AUB)=0.5=> А \В/ = 0,5 > Р(В/а rejeter 

P(AUB)=0,65=> Р(Ас\В) =0,35 > P(B)à | rejeter . 

P(AUB)=0,9 > P(AN\B) = 0,1< P(B)à accepter . 
Donc  P(AUB)-0,9 et P(AMB)=0,1 


al PCA NB} = РА ОВ) =1- PAu B) =0.1. 


b) rejas AOB E 


c) PB/A)= DR - (A СВ) _ 0.66 


PCA) 
Eh эш ПЕР 
PB 1- РСВ) 


P(A/B)203— РА В) =0.49 à rejeter. 
РСА /В/= 0.5 > А сҮВ/-035 а rejeter. 
РГА [В] = 0.7 > РСА В) = 0.21 à accepter. 


ai P(AUB/-P(A +Р(В)-Р(А ГВ) = 0.79 


) Р(В/А/= = 0.3 
b ЇА PAD 0.3 

уву РВОА/  P(BJ-P(AQ В) 44 
П.10: 


1°) Par hypothèse : P(A ^ B) = Р(А/.Р(В). 

a) On doit montrer que : P(A a B) = P(A). PB). 
СО : < 

PCA B) = P(A)- РА r B) = PCA) — PIA). PCB) 


= Р(АД1—Р(В/] =P(A).P(B) > 


| A et B sont indépendants | 
hà 


Р(А AB?) = PA). PB). 


PCA à B) = P(B) - PCA В) = Р(В/-РСА/.РСВ/ = 
P(B)[1- P(A)] = P(B).P( A) > 


B et A sont indépendants. 
Remarque : 


Pour démontrer b), nous pouvons utiliser a) en permutant les 
rôles des événements A et B. 
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с) Prä B) =P) PBI 
PCA AB) =P(AUB/=1- PCA UB/J2 1- PCA) - PCB) + PCAJ. PCB7 


-Р(ЄА)-Р(В/1- PCA) =P(A)-P(B).PCA) 
= РСАЛ1 = P(B)]= P(A). P(B) > 


A et B sont indépendants. 


2°) Nous avons par hypothèse : bal : 


P(A ПВ) = Р(А).Р(В/ - 
Р(Вг\ С) = Р(В/.Р(С) =. etP('AN Br C) = P(A).P(B).P(C) 
P(A nC) =P(A).P(C) 


аЈР(А NBNC/=PMANB/-P(ANBNC/ 
=P(A).P(B) —Р(А).Р(В).Р(С) = P(A). P(BX1—P(C)) 
= Р(А).Р(В).Р(С). 


А, В et C sont indépendants. 


bIPC'ANBNOCI=P(A)-PIANBI-P(ANCI+P(ANBNCI 
= р(А/1- P(B)`— P(AJ.P(CI[1 — P(B/] 
= P(A)P(B)— P(A) PCC)P(B) 
= P(AJP(BJ1— Р(С)\=Р(А) PIRI PIC) 


А, B et C sont indépendants. 
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`с) P(ANBNC)=1-P(AUBUC): > 

= 1 - P(A) - P(B)- P(C)-- P(A ^ B) + 
(B^C)+P(ANC)- P(ANBNC) 

= P(A) - P(B) - P(C)+ P(Á).P(B) + 
_P(B).P(C) + P(A).P(C) - P(A).P(B).P(C) 

= P(A) - P(B)[I — P(A)] - P(O)[1 — P(A)] + 
P(B).P(C)[1-P(A)] 

= P(A) - P(B).P(A)- Р(С).Р(А)+ Р(В).Р(С).Р(А) 
= P(A)[1- P(B)]- P(A).P(C)[1- Р(В)] 

= P(A)P(B)[I — P(C)]P(A).P(B).P(O) 


A,B,C sont indépendants 


Conclusion : 
si A. B et C sont 3 événements independants alors quelle 
soit la combinaison (A,B,C) ; (A,B Е (А,В,С), Іа 


propriété d'indépendance est toujours conservée. 


39) . 
P(A UA uou A Je Te EPA // 
1” 2 n l 


(1-PCA_)).......(1-=PCA ) 
2 n 


nous avons démontré que : 


n n 
.U À, = nA. 
i=1 1 іші 1 


A n Sont mutuellement indépendants 


„СА dE EE 


tJ 


Comme m А, 
on a СА, NAL. 


Donc 


PIA. UA. sss VA. J=l-P(A UA. OAS) 


(Зыр; n ace ur n^ 
1-РСА, NA сн DA 
=1- PA РСА)... PAg? 


= 1-0 -P(A (0 —Р(А dl POS N 


ПА: 


1°)A et B incompatibles 
> Ам В=ф ә РКА В) = Р(А)+Р(В) >| р=0.4 


2°) А et В indépendants | 
— P(A U B) = Р(А)+Р(В)-Р(АПВ)- 


0,7 = 0,3+р-0,3р > р=5 = 0.57 


P(A В) = P(AJ+ P(B)- РА В) = 0.7 

b) РКА ВЈ = PCAJ- РА ПВ) =Z. 

c) P('ANBI=PC(AUBI)=1-P(A UBJ = 0.3 

d) ВВА ВС РСА S. 
e)PANBUBNA) = PiAc Biz РА r B) 


эл 


-Р(АСВ/-1-РА UB)= — 


4° 

EBI 28 PA UB =0.601 РАВ) =0.871 
/ Р 

Р(Ас\ B) = 0.129 PCA r B) 20,399 PCA N В) = 0.301 

2 0.129 ES SEA 

P(A IB) === 0.22 Р(В / A) 20.57 PCA /В/ = 0.61 
0.57 

11.12: 


Nous pouvons résumer l'ensemble des résultats possibles 


dans le tableau suivant : 


ЕЙ D ESCH (1,4) 


Ces : 


Nous avons : 


al _ 1 
РА / ==: SCHER PCA T > 
19) РА, А „= Рау, des 2 dés est paire et le 2°" dé 


3 
présente une ки paire) 

= P (Le 1" dé présente une face SES n le 270 dé 
présente une face paire) 


— 
— 
— 


P(A ^^ А.) =P (Le ler dé présente une face трапе ck 
256 dé présente face impaire) 


P(A, NA,)= P(Le ler dé présente une face impaire N le 


27% dé présente face paire) 


Ainsi (A A (A A )et(A ‚А_) sont indépendants 
| cx 1 3 2 3 Ёс 
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2°) AQUA А = Га > est paire et le premier dé. ` 


présente une face impaire alors que le 2% dé présente une face ` 


paire — événement impossible 
T Qu NA )-P(9)20— 
5 


РА MA СА = 0+ РА nA PA )-> 
1 2 3 1 2 3 


А | с А, et A з ne sont pas indépendants 


3°) Ce même raisonnement, nous conduit а: 


РСА ПАПА, /=0>А, ПАЗ etA „ne sont pas 


indépendants. 
4°) (A, ЗА INA, — LaY, est paire ou le 2*"*dé 
présente une face paire et le premier dé présente une face impaire 
— Les 2 dés presentent une face impaire. . 
1 
ња UA ) А Е СА LA MA ы 
1 3 2 1 2 2 3] 2 


3 
P(A UA )=P(A )+Р(А )-Р(А nA.) = — 
алаг лаа а хал 


d UA )ПА КЕ UA ра ) > 
. 1l 3 2 que 345.2 


27 UA 4 et^ А, пе sont pas indépendants 


5°) Ce même raisonnement; nous conduit а; 


ET Аа Ка ne sont pas independants | 
2 


IL. КЕТКЕН 
Soit P= l'événement avoir une fois pile. 
PP = L'événement avoir deux fois piles... 
1?) pp peut se produire avec le 1" type de pièce ou avec le 
2% type de pièce (pièce anormale) — pp = (pp NIU (pp ^ N) 
N = La pièce tirée est une pièce normale. 
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N= La pièce tirée est une pièce anormale. - 
Nous avons : 


Р(ЇЧ) = =, P(N = l 


4 
Р(рр/ = Р(рр е N) +P(pp NN) 
= P(pp / N). P(N) + P pp / N). P(N) 


2) La possibilité d’avoir 2 fois faces notée P(FF) est donnée 
par : 


P(FF) = P(FFON/ = PCFF/ N). pej =J 1.3 _ 3 


3*) Le probabilité d'avoir pile et face ou face et pile est 
donnée par 


3 3 6 
P(pFUFp)=P(pFAN/+P(Fp^N) = — +— = 


16 16 16 
| 6 
Р(рЕ Fp) = — B 
10 46 x . 


Remarque : 


P(pF U Ер) =1= P(pp)— P(FF) 
`. 7 3 6 
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II . 14: 


1°) Nombre de cas possibles d'acheter 2 billets parmi n est 
п(п- 1) 


: ордыг 
donnée раг: Cá = 


Nombre de cas favorables d'avoir au moins un billet gagnant 


est donné par : 
CL. cl „+20 ,-5n-15. 


NS : А 10(n — 3) 
P( d'avoir au moins un billet gagnant) = PE 
n(n-]/ 
Remarque : 
P (d'avoir au moins un billet gagnant) = P (de ne pas avoir 2 
billets perdants) 


- 1-—152. = 
cå nin 1) 
2°) Un raisonnement analogue nous conduit à : 
k 
P (d'avoir les 5 billets gagnants) = 1- H 5 
n 

(п — 5)! 
„уы ез Kl. 7208 än E (1-5-К41) 

п(0--1) Kin(n-1) 


2 


H.15: 
solent B = L'événement avoir au moins un six en 4 coups. 


B = L'événement ne pas avoir un six en 4 coups. 
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С = L'événement avoir au moins un deux six en 20 coups 


C= L'événement ne pas avoir un deux six en 20 coups. ` 


20 
P (C) = (2) 2-9 P(C) = БЕЗ - 0,43 > 
\36/ _ = 36 


P(B) > P(C) 
П.16: 


1°) Tirage sans remise : 
n N! 


DENIS 
п-1 (N-I) 


b) C = 
LENGI (n - DN =n)! 


п-1 
n 


є l'é i = Ne 
c) P( p. e l'échantillon ) = ce діс 


h 
1 


2°) Tirage Avec Remise : 


ch. MORS 
ai N*n-l om 


n—l п] _ (N+n-2) 
b) Qon --17 C «n -2 7 GO - 


n-l 
CN4n-2 n 
n 


CN 


c) P(p, el'échantillon) = = 
; N+n-] 
N+n—] 
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IL17: 

Soient les événements : 

S = L'étudiant a échoué en Statistiques. 

M = L'étudiant a échoué en Mathématiques. 

Nous avons : P(S) = 0,4 ; Р(М)=0,5 et P(S ^ M) = 0,25 


Р(5сАМ/ P(M)-P(SO M) 


RPS 03 

PCM) PCM 

( (MUS, 
2 prr -2MOS P ) 7 

PS) PS 12 
Pr ) 

e EM c 

PS) 8 


49) p( MUS) PCM) + P(S7 - PM n S) = 0.65 
5?)P(«MUS) - РМ 5) =0.4 


П.18: 
1°) La boule n°1 peut entrer dans l'une des 10 cases qui 


s'offrent à elle avec une probabilité équiprobable = TE 
P (boule n°1 dans la case n°1) = — 


2?) La boule n?2 entre dans la case n? 2 avec une probabilité 


mE la boule n?4 a le choix entre 9 cases, donc la probabilité est 2 : 


pour la boule п°б la probabilité est — etc. 


P (les boules paires entrent dans leur cases respectives) 
I 1111 1 
10987 6 30240 
3*) En poursuivant le même raisonnement pour chacune des 
10 boules ; on obtiendrait : 


Р (chacune des boules retrouve la case portant son numéro = 


10! 
49) Probabilité cherchée est nulle. 
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11.19: -— 
Dénombrons les moyens d'obtenir pour total 12, 13 ou 14 à 


l'aide des 3 dés : 


TOTAL | NOMBRE | TOTAL 13 | NOMBRE | TOTAL 14 


12 


DE CAS DE CAS 


ол 
ох 


4 


MCN 


1, Ы 
264 
6 


P(A)=P(que А  gagne)- = 


5 
P(B)-P(que В gagne)- = -> P(B)> P(A)> P(C) > 


2 
P(C)-P(que С э gagne) = 516 


Ce jeu n'est pas équitable. 


П. 20: 
Nombre de dispositions possibles est 2° = 32. 


4 45 

' + CI 
буш Айы но 
=2 ` ` 36 

2 3 

C +C 
29) PCB) SE 
2 32 


Cejeun'estpaséquitable. ^ 


П.21: Ж 
P(A) 20.7; РЕВ) =0.4;P(C) = 0.6 
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A,B,C sont des événements mutuellement indépendants. 
19) PCA a BAC? = P(A).P(B). P(C) = 0.168. 
2°) P(A n B na ©) = P(A.)P(B).P(C) = 0.072 
39) RANBNCUANBNCUANBNC) 
= P(A).P(B).P(C) + P(A).P(B).P(C) + P(A).P(B) 
P(C) = 0.324 
4°)P(A ВС = РАЈ + P(B/+ P(C) - P(A), P(B) 
-Р(А).Р(С)-РСВ). P(C) + P(A).P( B). P(C?) = 0,928 

5°) P(A nB N C) = Р(А).Р(В). P(C) = 0.168 
6°) bz nB)U(ANC)U(BNC)]= 212 
+P(ANC) +P(BACI-2P(ANBNC 
P(A).P(B) + P(A).P(C) + P(B).P(C) - ЭРА). Р(В)/Р(С) 
= 0.604 
II.22: 
Soient les événements : 
b; = Tirer une boule blanche au i 
N; = Tirer une boule noire au ème 


ии 4у=х 
x 


ière tirage. 


tirage. 


3y 4 
=—— 15 =16y-4 = y =4etx=16 
4y-1 5 d y ы 
I 4 blanches 
Donc 16 boules dont 12Noires 
1.23: ” 
5 blanches 
x boules 
` х-5 Noires 


81 


Ма S(x- 5) 5 


2 d 
C ЕСЕ 1) 18 


18.5(х- 5)°= 5х(х- 1) 


18x— 90= x2— x —> x? — 19x+ 90 = 0 


= 9 ou 10 boules 


2°) badi ï 


EE 
х х 18 х2 18 


A «0 et le problème n'admet pas de solutions. 


II. 24 : 

Soient les événements : 

B, = Tirer une boule blanche de l'urne 1: 
3 


РВ =>; РВ.) => 
l 8 1 8 


B,= Tirer une boule blanche de l'urne 2: 


_— 53 15 
29) PIB. MBJ =. ыы 
u ren 

| 1 33 25 19 
3 P e nB U(B, nB m que = — = p: 
)FK 29 E S R 40 “ha 


4°) Considérons les événements : 
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"^E; = La boule blanche provienne Ur — PE = 2 


E; = Une boule tirée est blanche et l'autre ne l'est pas. 


19 


on cherche à calculer : 
KE, ME.) РЕ ТЕ; 


DIE /E.)=—— — — = 
SE Р(Е,) I9 
i 40 
P(E, Е, 7 =P(tirer blanche de U; et non blanche de U3) = 
9 = 
33 9 40 9 
L =- SPE /E Je 20-2 
8 5 40 121719 1 
40 
II. 25: 


A et B sont deux événements indépendants. 
P(A)=08; P(B)-09 et 
Р (A NB) = P(A).P(B) = 072 


19) L'événement complémentaire est que la cible ne soit pas 
atteinte. 

P (que la cible soit atteinte au moins une fois) = 

1 - P (que la cible soit ratée pendant les 4 coups) = 

1-0,2X0.2 x 0.1 x 0,1 = 0,9996 


^O^ TY Ин. Jan АТА дд: хаа 1 алд vus m om mde IAN LI 
_ 5) A AN us Act kel Like DUAL 93555255944 енім S ULN 14151 X 
РКА ^ B) u (Br A)] = P(A).P(B) + P(B).P(A) 
‚= 0,8.0,14-0,9.0,2 = 0,26. 
RUN A 008 4 
P (que ce soit A qui ait atteint la cible) = —— = —. 
026 13 


3?) 1-Р (que la cible soit ratée /A tire deux fois) = 0,9999 
1-(0.2/(0.17" 2 0.9999 > n = 5. 
4°) 1-Р (que la cible soit ratée /A tire une seule fois) = 0,999 


1-(0.2.(0^ 20999 5 n =3, ` 


П.26: 


o 64 _ 8! _ 2 | 
1°) Co IS 70 réponses. 


28 = = —= 
L Сә 70 35 
П. 27 : 8 Noires 
12 boules 
4 blanches 
I) 


La premiére boule tirée peut étre noire ou blanche. 
soient : 

№ = La boule tirée аш" tirage est noire 

В; = La boule tirée au і" tirage est blanche. 

Nous avons l'arbre suivant : 


Al 
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1°) SE 
LPN, | N /+P(B 


РОМ, )— P(N LEN „/B 7 


1 1 


2°) P (2 boules soient de la même couleur) : 


= РОМ ).P(N_/ P(B )P(B /B 
GE 


DEEN 


м 17 
=—.—+—.— =— 
313 313 39 
II: 
Nous avons l'arbre suivant : М. 
2 
3 
19) 
РОМ, = РОМ, LPN, /М,/4РСВ,7.РОУ, /В,/ 
3 1 2 i ! SC 
2 2 
313 313 3 


2°) P (pour que2 boules soient de la méme couleur) 


] 2 PEN РЕ 
P(N d PEN, / N JE PB, I. PCB, /B 7. 
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II. 28 : 42” 
boules cases 


+ 


` A 


© est l'e emble d'applications d'un ensemble Е dans F. 
1°) Io 24-16 événements élémentaires. 


a a aaab aabb. abbb 
b ob bbba bbaa baaa 
abab abba aaba abaa 
baba  baab bbab babb 


L'événement a b b a signifie que la boule n?lest dans la case a; 
la boule n?2 est dans la case b etc 


2°) Soit A= nombre de boules dans a. 
1 


PCA -0/--- 
16 
ЗЭРСА21)7-1-Р(А-0)- iL 


o mie NT — TY EELER Н 
19 а) Soit N = Résultat иш 


2 possibilités ou bien abba ou baab 
1 11 4 12384 
Isl ка 


2 5 


2 
Donc P (N) = P[(abba) U (baab)] = = 
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b) Soit p = Résultat positif" ———- 
7possibilitésaaaa; aaab; aaba ; abaa; 
baba ;bbaa;baaa. 


; 
Pip) = Z 
P 716 


II.29: . 
jo Dt 1 
n! n 
ga й 
n! | n(n-l) 
(n-m&1) _ 1 
п! TENTE (n-m+2) 


3°) 


H . 30 : 

Pour n =2 : 

E = ((F,F); (Е.Р) (Р.Б) (Р.Р)). 
A= ((F.P); (Р.Ғ) (P.P); 

B= {(F,P);(P,F)} 
P(A) =; P(B) = et 


Comme P(A A B) z P( A).P(BJ 
Les événements A et B ne sont pas indépendants dans le cas 


où n = 2 jets. 


29) Pour n =3 


E= {(РЕР); (FF P); (F P F); (PFF) ; 
(FPP); (PFP); (P P F); (PPP) | 

A= ((F PP), (PFP) : (P P F); (PPP)? 

B= {(F F P); (ЕРЕ); (P FF) ; (F P P); 


(PFP); (PPF). 
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(An В) = {(Е,Р,Р)(Р,Е,Р)(Р,Р,Е)}\ 


3 


6 
= —; Р =— = —; A = — 
P(A) (B) а P(A B) 


D | = 


Р(Ас\ 


©з 


) = P(A).P(B) > 


Les événements A et B sont indépendants dans le cas de 
n = 3 jets. 


IL .31 : 
Nous pouvons faire la représentation graphique suivante : 


A 


Nous avons 


PAU B)N C] _ P(ANC)U(BNC] 


P[(A v B) /c]= 
P(C) P(C) 
_PAQC/+PBAC РА С) Р(В С)! 
P(C) P( C) P(C) 


= РА / C)+ P(B / C). 


Ainsi si A et B sont incompatibles 
P(AUB//C =P(A/C)+P(B/C). 


2*)Si АПВ=0 
P[(AMC)+P(BHC)-(P(ANBNO)] 


Pi((Au B)/C] = Po 
_ P(ANC) PBno _ P(AQ BNC) 
P(C) F(C)..—- P(C) 


P(A/C)+P(B/C)- Р(АП В)/ C] 
Ainsi si А et В sont deux événements non disjoints ; 


88 


P[(AU B)/ C] = P[A/C]* P(B/C)- P(An B)/C] --- 


П.32: 

19) Faux 

Deux événements А et В sont incompatibles si et seulement si 

АПВ=ф-> РА В) =0 > 

PCA N B/= P(A).P(B / АЈ + Р(АЈ. P(B?) 

sauf si A ou B est l'événement incompatible. 

Deux événements incompatibles ne sont donc pas 
indépendants. : 


2°) Faux 
Réciproquement (à la lere question); deux événements 
indépendants ne sont pas incompatibles. 


3?) Faux 
PCA) + РВ) = PAU B/+P(ANB)>1 


Or OS P(AUB/S1— 5 PLANB/#0— 
Les événements A et B ne sont pas incompatibles. 


4°) Faux 

La principe des probabilités composées s'enonce : 

PCA N В = P(A).P(B / AJ P(B).P( / BJ. 

et P(A п B) PC A7?. P(B) seulement si les événements А et В 
sont indépendants. 


Nous avons Р(А)= 0,8 : Р(В)-0,7 
La probabilité que les 2 étudiants échouent est donnée par : 
P(A BB) = PA). P(B) =0.2.0.3 z 0.5 


6°)Faux Ы 


P(A) = 0,8 1 P(B)= 0,9 
On cherche : 
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PCA U B) = P(A)+ P(B/- YA AB) 
= PCA) + P(B) - Р(А).Р(В) 
= 0.8-09 -0.8.09 = 0,92 


7°) Faux 
ANBN С peut être égale au ф et dans ce cas 
РГАСҮВ NC?) =0 € PCAJ.PCB. PC C). 


IL. 33 : 
a) Е = {2,6} => P(E)={f{a};{b}:{ab}} 
P (E) est une tribu. 
‚ A ={f;{a,b}} est une tribu. 
b) 
Е = {а,Ь,с} cardE =3- сага P(E) = 23 = 8; 
P(E) = {о{а}{ь}{с}{а,Ь};{а,с};{ь,с};{а,ь,с}} 
fP(E)estune tribu 
A =; (a, b, c) Jestune tribu 
A = [(a);(b.c);fa, b,ch;HJest une tribu 
A = {{Ь}:{а,с};{а, b,c};0}est une tribu 
A ={{ch{a, b};{a,b,c};@lestunetribu 
2°) 
Цанын ес де асан лденал,сасрн0)) 


1 VaeA4 alors аєя 
3°) A n'est pas une tribu 


puisque : 
Уаєя еєл 


, 
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11.34: к 
1°)А | ПА „ est une tribu 


а)ф а ы феА,. 


VACA nA, — AEA NA, 


AEA ACA -АЄА nA 
АЄА NA, = 1 1 1 2 
1 2 АсА Хед; 

2 2 


c) 
? n 
А A=L....neA NA — UA «А NA. 
H 1 2 i=l j 1 2 
р n 
A 4-і......лпеА > UA eA 
e 1 1 1-1 i n 
- ГА «А nA 
1-1 i 1 2 
n 
А :1=...........ПЕА_ — UA EA 
i 2 іші 1 2 


А mA est une tribu 
1 2 
2°) Soit E = {a,b,c,d,e} 
2 = [0:[a, b.c. d, e); (a,b); {c,d,e}}une tribu. 
47 = [9fa.b.c.d,eh(e);(a,b.c.d,)june tribu. 
A, 5 = (6:[a,b. c. d, eJ; (a.b fe] (e d.e]: (a.b. c. 2j. 
A | ЧА. n'est pas une tribu puisque : 


{a,b}U{e} = (a,b.e) e m VA. 


Conclusion A I UA „ n'est pas une tribu. 
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CHAPITRE Ш T 


^ 


PROBABILITES DE BAYES 


Soit Aj, А». ..... An Une partition d'un ensemble 
fondamental E telle que P(A.)>0 S ANE eat ,n. . Les 
i 


événements A. s'excluent mutuellement (leur intersection deux à 
i 


deux est le vide) et leur réunion est E . 
Soit B un autre événement quelconque . Alors : 


В=ЕПВ=(А, ЧА)... VAn AB 


=À, NBUA rB... VAn QB. 


2 
comme les A. s'excluent mutuellement; alors les A. NB 
1 1 


s'excluent aussi mutuellement. Par conséquent : 
P(B) = P(E ПВ) = SE NB)+P(A, n B) 
+.....+ P(A ч N B) 
= EEN A 


Ke "(€ TRASH ) 


РВ) = Y P(A .).P(B/A.) 
1-1 1 1 


SECTION Ï : FORMULE DE BAYES | 


Théorème : Soit Â, À Hans a „Ар une partition de E et 


В un événement quelconque. Pour tout i (1—1,.....n) ona alors : 
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РСА. n BJ P(A.).P(BIA.) 
REE 1 


PB — P(BJ 
РСА. .Р(В/А.) 


PCA. / B) = 
1 
D EEN 
Y P(A.).P(B/A.) 
1=1 1 1 


P(A.).P(B/A.) . 
РСА, 1 B) = 1 l 


тэ ^ D сз 
i=1 | 


SECTION II : DIAGRAMME EN ARBRE : 


Nous pouvons représenter les divers événements impliqués 
dans la formule des probabilités totales et dans la formule de Bayes 
à l'aide d'un diagrarime en forme d'arbre. | 

L'exemple ci-dessous explique се programme diagramme 


Exmeple : 

On donne trois lots tel que : 

- Le lot ] contient 20 ampoules éléctriques dont 2 
défectueuses. 

- Le lot I contient 25 ampoules éléctriques dont 5 
defectueuses. 

- Le lot Ш contient 30 ampoules éléctriques dont 6 
dcfectueuses. MUI 

On choisit un lot au hasard et l'on en extrait une ampoule. 

1?) Quelle est la probabilité que l'ampoule tirée soit 
défectueuse? 

2°) Quelle est la probabilité que l'ampoule tirée soit bonne. 

3?) On tire une piéce ; elle est défectueuse ; quelle est la 
probabilité qu'elle provienne du premier lot ? 
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SOLUTION 


Là; le phènomène est représenté par deux éxpériences : 
a) Choix d'un P Comme le choix est iiic fa probabilité 


du choix est égale à TO, )= P(L, )= P(L, E 
b) le tirage d'une 201 qui peut être défectueuse (D) ou 
non défectueuse (B). 


Nous pouvons représenter les différents résultats par le 
diagramme en arbre suivant : 


U| = 
Эв 
—ч 
> 
> 
Le] 
J 


Ual — 
(69) 


19) La probabilité de tirer une pièce défectueuse est donnée 

1 1 1 1 

раг Р(П/--.01--.02--.02-- 
3 3 3 6 


2°) La probabilité de tirer une pièce bonne est donnée par : 


1 


SEET 084082 2: 1-— = 1-P(D) 
3 6 6 
39) 

РП РБ) PDAL) 
Вы Бан А 
1 P(DJ P(D/ 

l 
395 os 1 
I 753-3 
6 Y 
N.B : 
PL, /D)=P(L 3/0)=2, 
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REA EXERCICES 


Ш.1: 
On sait que les jumeaux peuvent être de vrais jumeaux, auquel 
cas ils sont de même sexe ou de faux jumeaux auquel cas la 


probabilité qu'ils soient de même sexe sera prise égale à 5t On 


suppose connue la probabilité p pour que dans une population 
donnée deux jumeaux soient de vrais jumeaux. 


19) Déterminer en fonction de p la probabilité que deux 
jumeaux soient de méme sexe. 

29) Sachant qu'ils sont de méme sexe ; déterminer la 
probabilité que deux jumeaux soient de vrais jumeaux. 

3?) Sachant qu'ils sont de méme sexe ; déterminer la 
probabilité que deux jumeaux soient de faux jumeaux. 


Ш.2: 

Dans une région donnée; il existe deux facultés. Le taux de 
réussite dans la première faculté est de 80% ; dans la deuxième 
faculté ce taux est de 90% . 60% des étudiants sont inscrits dans la 
première faculté. 

1°)Quelle est le pourcentage de réussite sur l'ensemble de la 
région ? 

2°) On choisit un étudiant au hasard; il est parmi les admis, 
quelle est la probabilité pour qu'il provienne de la 2ème faculté ? 

3°) On choisit un étudiant au hasard; il n'est pas admis; quelle 
est la probabilité pour qu'il provienne de la première faculté ? 


Ш.3: 

Trois usines Оу, Ч», et U; fabriquent les mêmes pièces. Га 
première usine assure 28% de la production totale; l'usine U, en 
assure 40% et l'usine Us en assure 32% . Les pourcentages des 
pièces déféctueuses sont respectivement de 4 % ; 2% et 3% pour 
les usines 10); 05; et Us. 

1° Quelle est le pourcentage de pièces défectueuses sur 
l'ensemble du marché, supposé alimenté par les 3 usines ? 
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2° On achète ипе pièce. On constate qu'elle a défectueuse. 
Calculer la probabilité qu'elle a été fabriquée : 
- par l'usine U, 
- par l'usine Т). 
- par l'usine Us. 
3?) On achéte une piéce . On constate qu'elle est bonne. 
Calculer la probabilité qu'elle ait été fabriquée : 
- par l'usine ІЛ 
- par l'usine U; 
- par l'usine Us. DTE 


Ш.4: 

Les membres du conseil de 25 personnes doivent choisir entre 
deux options A et B. 

Au cours d'un premier débat ; il s'est avéré que 60% d'entre 
eux étaient partisans de l'option A; tandis que les 40% restant 
étaient partisants de l'option B. 

Depuis lors; 40% des partisans de l'option A et 20% des 
partisans de l'option B ont changé d'avis et sont devenus partisans 
de l'option altérnative; l'avis des autres demeurent inchangé. 

On tire au hasard un membre de ce conseil. 

I) Calculer la probabilité de réalisation de chacun des deux 
événements suivants : 

a) Ce membre est actuellement partisan de l'option A. 

b) Ce membre a changé d'avis depuis le premier débat. 

II) -Sachant qu'il est actuellement partisan de l'option A; 
calculer la probabilité de réalisation de chacun des deux événements 
suivants ` Vae e 

a) Ce membre était déjà partisan de l'option A lors du 
premier débat . | 

b) Ce membre a changé d'avis depuis le premier débat. 


“IS 
7 Un individu А dont on ne sait pas s'il triche ou non, tire une 
carte d'un Jeu de 52 cartes. П obtient un roi. 
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Sachant qu'un tricheur a une chance sur deux de tirer un roi et 
sachant qu'un individu sur dix est un tricheur, quelle est la 
probabilité pour que A soit un tricheur? 


Ш. 6: 

Soient 2 urnes U, et U; contenant des boules de 2 couleurs. 

L'urne U, contient b; boules blanches et r, boules rouges. 

L'urne U, contient b; boules blanches еї г; boules rouges. 

La probabilité de choisir U; et pi. 

La probabilité de choisir U, et р». 

On efféctue des tirages avec remise. ` 

1°) Calculer la probabilité que la 1** boule tirée soit rouge. 

2°) Calculer la probabilité pour que la 2707 boule tirée soit 
rouge sachant que la 18% l'était. 

3?) Quelle est la probabilité que Pume utilisée a été la 14% 
sachant que la première boule était blanche. 


III. 7: 

Dans un magasin se trouvent quatre lots de piéces dont les 
proportions de pièces déféctueuses sont 5% ; 5% , 8% et 10%. Les 
étiquettes précisant la qualité des lots ont été perdues. 

On preléve, dans l'un des lots choisi au hasard, un échantillon 
de 10 pièces, 2 pièces sont défectueuses. Quelle est la probabilité 
pourque ce lot contienne 5% des pièces défectueuses? 


Ш.8: 

Une école supérieure est composée de 4 grandes salles S, : Sx: 
Sset 54 3 

S, contient 25% des étudiants dont 50% sont des jeunes filles. 

S> contient 35% des étudiants dont 40% sont des jeunes filles 

$5 contient 30% des étudiants dont 60% sont des jeunes filles 

бі contient 10% des étudiants dont 30% sont des jeunes filles 

On choisit dans le hall une jeune fille et un garçon. 

1?) Quelle est la probabilité pour que la jeune fille sorte de S, 

2?) Quelle est la probabilité pour que le garcon sorte de S, 


KE 


ПГ. 9: А 54: 

On considére deux urnes U ег 05. L'urne U, contient 4 
boules rouges et deux boules blanches. L'urne Up contient deux 
boules rouges et quatres boules blanches. On lance un dé bien 
équilibre. 

- Si on obtient un nombre « pair » on décide de prendre une 
boule de Ui. 

- Si on obtient un nombre « impair » on décide de prendre 
une boule de U... 

Calculer : š Е 

19) La probabilité d'obtenir une boule rouge. 

2°) La probabilité d'obtenir une boule blanche. 

3?) La probabilite d'obtenir une boule rouge au troisieme 
coup sachant que l'on a déjà obtenu cette couleur aux deux 
premiers coups. 


Ш. 10: 

Une boite contient trois pièces de monnaie. Une des pièces est 
bien équilibrée; une autre est marquée avec deux faces et la 
troisieme est truquée de facon que la probabilite d'avoir face est 


: . | => 
égale а T 

On choisit une pièce au hasard et on la lance Si l'on obtient 
face; on lance la pièce de nouveau; si l'on obtient pile : on choisit 
l'une des deux autres pieces et on la lance. 

1?) Schématiser les ditferents resulats à l'aide d'un diagramme 
en arbre. 


2*) Calculer la probablilité pour que Гоп obtienne « face » 
deux fois, | 


3°) Calculer la probablité pour que Гоп obtienne « pile » deux 
fois. 

4%) Si Гоп jette deux fois la méme piece: calculer la 
probabilité pour qu'elle soit la pièce marquée avec deux faces. 


SOLUTIONS PROPOSEES 


П1.1: 

1°) Soient 

A = Les 2 jumeaux sont de vrais jumeaux 
A = Les 2 jumeaux sont de faux jumeaux. 
РАЈ = р э Р(А/=1-р=а 

В = Les 2 jumeaux sont de méme sexe. 
Nous avons : 


P(B/A)=1 ; P(B/A)= 


to | = 


P(B) =P[(BHA) U(BNA)]=P(B/A).P(A)+ Р(В/ A) PCA) 
T | | “орж! 
та she 


29) 


P(A).P(B/A 2 
P(A/B) = ВГА) — = жей 
© P(A).P(B/A)+P(A).P(B/A) p+! 


3?) Теге methode 
ыг P(A) P(B/A Ke c 
PA Bye = EE 
Р(А)уй Р(ВГА)42Р(А) Р(ВГА) 1-р I+ p 


x 2р q 
Р(А/В/=1—Р(А/В/=1— = 
D+] p+! 


11.2: 

Nous avons deux facultés F, et Ес, 

Soient les evénements : 

А : L'étudiant choisi e$t admis. 

Fi: L'étudiant provient de la premiere faculté. 
FP: L'étudiant proveint de la deuxieme faculté. 
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Nous avons : R ИЧ nA 
PALT ISOR : P(A/F,) = 0,9 


Wiel =0,6 ; P(E,) = 0,4 


I) РА) =Р(АПЕЧАЛЕ,) = Р(Ёү).Р(А F]) 
+P(F>)P(A / Е») = 0,6.0,8 +0,4.0,9 = 0,84 


PCF /.РСА/Е ) : 
SE EE 
| PA) 0.16 


ПГ. 3: 

Soit A (respectivement B et C) = La pièce tirée a été 
fabriquée par l'usine U, (respectivement U; et U} ) 

Nous avons : P(A) = 0,28 ; P(B) = 0,4; P(C) = 0,32 

1?) Soit D « La piece tirée est defectueuse » 

p(D/A)=0.04 ; P(D / B)= 0.02 ; P(D / C) = 0.03 


P(D) =P[(D^HA)U(DAHBUDNC)] 
= P(D/A).P(A)+P(D/B).P(B)+P(D/C). P(C) 
= 5.04.0258 + 0,02:0,4:+U,03.0,32 


= 0,0288  soit2,88% 


P(D) = 2.88% | 


2°) Les probabilités demandées sont. P(A../-D) : P(B D) et 
P(C/D) 


P(D/A)P(A) 004028 - 


P(A / D) = => | E 
P(D) 0,0288 


0.388 
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P(D/B).P(B) _ 0,02.0,4 


P(B/D) = =0277 | 
P(D) 0,0288 
>>> 0.04.0.28 
P(C/D)=1-P(A/D)-P(B/ D) = = = 0345 
0.0288 


3°) Soit By = La pièce tirée est bonne : 
PB. 7 = MB EE EE /С).РСС) 


= 0.96.028'+:С.98.0.4+0.97.0.32 
= 97.12% = | — рр! 


Les probabilités demandées sont : 


P(Bg/A)P(A) 096028 _ 


P(A / Ba) = = 277 
780) P(B ) 0.9712 
Р(В /В).Р(В) бос 
80.4 
Р(В/В =E E алд т 
0 PB) 0,9712 


P(B, /C).P(C) | 


P(C/B )&——9—— ——. 77 2 0,320 
0 Р(В 0) 0.9712 


= I[P(A / Bo) + P(B/ Bo)] 


П1.4: 

Si on note les evenementen 

А! = être partisan de l'option А au cours du ler débat 

Аэ = être partisan de l'option А au cours du 2éme débat 

B; = être partisan de l'option B au cours du ler débat 

B = être partisan de l'option B au cours du 2ème débat 
Nous pouvons schématiser les résultats de la facon suivante : 
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Opuon А 00%, 


Option В 40% 


2ème débat 


Heades 60% 
= 24% option B 


36% Option А 


20% des 40% soit 


5% option А 


événement evenement evéncment év nement 


Ai NB: A O A: D: ^A = B. ^ B. 


D: 

а) Ce membre est actuellement partisan de l'option. А; 

ZR MA.) V(B NA )IS РА СА )+Р(В ОА.) 
c'est: L | - | 2 | 2 | 2 


= 309.899 = 44% = P(A) 


b) Ce membre a changé d'avis, C'est: 


Г 
SS eB ER Н MS ) 
| 2 ! т = 2 


= 240 5590 = 3290 ! 
N.B : Nous pouvons vérifier que : P(B./ = S6Z et 
P (n'a pas change d'avis) = 08% 
== PA МАЗ) (Вет 83)| GE 


: 36 9 
а) P(A ГА. Е 


и EE 
à PCA.) II { 

ИТ. 5 

Soient les événements : - 

T = L'individu est un tricheur 

R = Carte tirée est un rol. 

Nous avons : 


РСТ) = c: PT) =>: P(R/T)= 


T P(R/T)- 
On E de PR 


| 
Be PTS 


PTAR)? 
PCR? 


P(T/R) = 


PIT RI = PRIT PCT s =. 


POR) = PORT POR ATI 
= PCR / T) PCT + PCR / T) PCT) 


111.6: 
Soient les évenements : 
В  (Respeciivement B,.7 «obtenir une boule rouge 
(respectivement blanche) au ieme tirage ». 


i= « choisir l'urne Ui» 
27 «choisir l'urne Us > 


U 
U 
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= [к nU Le NU | 
l 1 1 2 


Les evénements Ë MU | Нк, A О, | sont 
incompatibles (Ui V Од). Donc : 
СОН ) = Р(К. ПУ, )*P(R, с U.) 


= di GE FU, )P(U )—Ə 


2*) 
PIR, AR ) 
R /R )= = 
р 2 ) PUR.) 
Or 


S CUI. хог EE ПК. QU.) 


PIR ^R )=P(R ob /U )P(U )+ ^R P(U 
(5,0 |) Sch . (SAR. ERR 
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Donc: 


2 Э 
( 
Ke ERE ) p + | d | 
b +r | l E ас 2 
de IR )= | 2 2 
2 4 d ЖЕК. 
kon b +r Р, 


P(B / U APU) 


PU, /B )= = 
l 1 p(B? 


ПІ.7: 

Nous avons trois types de 1015: 

A, = Le lót considere contient 5% des pièces déféctueuses. 
A» = Le lot considéré contient 8% des pièces défectueuses. 
As = Le lot considéré contient 10% des pièces défectueuses. 


avec P(A)= РСА )= e PA E 


3| — 


POD. ГА | IC (0.63)2 (0,95)8 =0.0746 = P (d'avoir 2 
pièces defectueuses / sachant que le lot est de type Ai) 
PID. 4.) 


P(D./A,)= 
2 Р(А,) 


= 2P(D. NA) 
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SEN 


Pí D 
2 


D'où 


FA. 


2 2 8 
/ Es Үсе Ci0(0-08) (092) =0.1478 = шоо шэг ) 


э 2 ЕК: 
ТА у= CTO (0.10) (0.9) -01927- +P(D, QA) 


PD. /A ).P(A ) 
;D у= 2241 I 
2 РО, ХА УМА Je ID. /A РСА) РО ГА РАС 


ж 
№ 


: | | 
Seed 


PS een s TL 20 
2P(D NA )+P(D HA )+ PD ^A ) 
2 | 2 2 2 H 

Remarque : 
Nous pouvons vérilier que : 
Р(А,/ОЫ,)-0,30 $ P(A..D.)=0,395. 
11.8: 
Soient les événements : 
S; « l'individu choisi sort de la salle S,» ic 123.4 
Soit 


F « L'individu choisi est une jeune fille » 

G « L'individu choisi est un garçon » 

19 

GE JU(FASJU(FAS,) = 

PCF) = P(F/S.).P(S эж PCF /8.) PIS.) + PE? S.) IS. ) 
+P(F/S.).P(S.) = 

0.25.0.5+0.35.0.4 + 0.3.0.6+0.1.0.3 = 0475 


Оп demanda de nai ' 


; PEIS.) PIS.) 0125 


РЕ) 0,475 


EE Ee 
Deeg 0.525 


11.9 : 


Soient les événements : 
Ui = « On joue avec l'urne Ui» 
U» = « On joue avec lurne Us» 
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) 


тю 


au 1 


R = « Obtenir une boule rouge » 
B = < Obtenir une boule blanche > 


1?) On cherche P(R) 
Ona: 


РСВ) = P(B/U, ).P(U, )+P(R/U, РС. )= 


1-Р(К) 


3?) Désignons par R. = l'événement obtenir une boule rouge 


tirage. 
on cherche Р(К, / R, CR) 
Ona: 


PIR, /R ОВ.) = 


г 


TUS QR )= CHR DRIN. шид AU 


= PCR, QR f ыы MR Ре 


PIR АЁ JU )= 
үә 


2 | = > ә 
es 98119 


PCR QR fU у= 
l 2 2 


| : | RICE ZE 
PAIR AR )=—.—+—.—=—. 
| 2 92 92 18 


On aura également : 
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EUR, e К.) 


4 OR AR.) 


5 

| 
d 
= j 


POR ob ob )-Р(К NR-NR-/U )P(U )4 
О Ws Ke M гэжэ 
3 


3 I 1 1 
PIR ob ob /p(U _) CH 1 SEL 
l 2 3 2 22229 


+ 
ж--- 


t 
LI 
t | = 


| 
(В /А AR )=— = 
3 1. 2 5 


PR,/R ANR, )= 


un l'os 


Ш. 10 : 

Soient : 

F = L'événement « avoir Face ». 

FF = L'événement « avoir deux fois Face ». 

P = L'événement < avoir Pile >. 

№ = La boule tirée est normale. 

N2 = La boule tirée comporte deux faces. 

Ns = La boule tirée est truquée. 

1°) 

Nous pouvons schématiser les différents résultats sur un 
diagramme en arbre : 
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1⁄2 


1/3 


2°) 


P(FF) = PER ^ М, (EE A Ni 1.1 (БЕ М} 


= P(FF / Nj).P(N4) + Р(ЕЕ / N3).P(N3) 


Vie КЕЗ | 
-- 23 ә 2 
Р(ЕЕ) == - 
4 
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agere 


P(pp) = SE )U(pp^N A 


P(pp PREN J FON Se POI J PIN) 


N. Buc 
зал UILA 113297 
ее 2 
111, 1111. 131.1. 131 
dE ccc ro 
edt 
48 
49) 
I PIN íF) P(F/ NIPON, ) 
DIN 1 = = тыл даш O ES 


Р) = "7 = 
5... 


= P(F; N ШЫ )+ P(E; a) PIN, 


Ї 
EU: 


+ P(F/ NL) PEN) = 


N.B: 
Nous pouvons vérifier que : 


M i 
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CHAPITRE IV :: Us 


LES VARIABLES DISCRETES 
A UNE DIMENSION 


SECTION 1: NOTION DE VARIABLES ALEATOIRES 


Soient : 

E : un ensemble fondamental ou ensemble de résultats possibles 
d'une certaine experience. 

А. Les événements de E. 


P : Une application qui associe à chaque element de E sa 

probabilité: 
VA, СЕРКА е 0.11. 

X : Une application qui associe à chaque element de E un 
nombre réel noté X(E). 

On dit dans ce cas , que l'application X est une variable 
aleatoire. 

Ainsi, une variable aléatoire N consiste à associer un nombre a 
chaque événement. 


Définition : 
Une variable aléatoire est dite discrete si ses differentes valeurs 
e e On nombre Пе еп Infinité dénaomhrahle c est-a- 


dire : 
SECTION II : LOI DE PROBABILITE 
11.1 - Définition : 


Une loi de probabilité est une fonction qui fait correspondre à 
chaque valeur de la variable aléatoire X sa probabilité : c'est-a-dire 


Wa e X— p, =P(X =x.); ce qui `se lit < probabilité que la 
M i i 


variable aléatoire X prenne la valeur particulière x; » : et telle que : 


n 
УР(гХ-х./-1 
izl i 


Remarque : On parle indifférement de densité de probabilité 
(d.d.p.) de la variable aléatoire (v.a) X ou de la loi de probabilité de la 
v.a X. SE 

IH .2:- PRESENTATION DES RESULTATS 

ET REPRESENTATION GRAPHIQUE 


La d.d.p est donnée généralement sous forme de tableau ` sur 
la première ligne on écrit les différentes valeurs de la v.a X et sur la 
deuxiéme ligne on écnt les probabilités correspondantes. 

La représentation graphique de !a d.d.p d'une v.a discrete 
est un diagramme en báton. 


SECTION Ш : FONCTION DE REPARTITION 


IH .1: Définition : 
On appelle fonction de répartition d'une v.a discrète X ; la 
fonction F définie par : 


ин ЭЭ 


Propriétés : 
1°) F(x) est = pour tout x réel. 
22) O0 € F(x) € 1 ; pour tout x réel. 
3?) 


Fc) = Lim Fx) = 0 
х-- 

Е(+оо/ = Lim. F(x = 1. 
X—+ 

49) F(x) est non décroissante : 


VX, <x, [alors F(X.) ) < <F(x„ 
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Ш.2: REMARQUE : 

Nous allons adopter la définition précédente de la fonction de 
répartition dans cet ouvrage ; mais il est à signaler que quelques 
auteurs definissent la fonction de répartition comme suit : 

V x e X:F(x) = Р(Х < x) 


111.3: PRESENTATION ET REPRESENTATION 
GRAPHIQUE : 

La fonction de répartition est donnée généralement sous 
forme de tableau. 

La représentation graphique de la fonction de répartition 
d'une variable discrete est une courbe en escalier appelée aussi 
courbe cumulative. 

Conformément а la définition de la fonction de répartition 
l'extrémité. droite de chaque < marche > appartient à la fonction mais 
pas l'extrémité gauche. 


114 : CALCUL DES PROBABILITES A L'AIDE DE LA 
FONCTION DE REPARTITION 


2) РЮОХ<Х<у/- F(v*U-F(x) 


29) Рох<Х<у/- F(v]-F(N) 

3)! Рсх<Х<у/- F(yl-Fix«U 
42) Р(х<Х<у/- F(y+]) -F(x + 1) 
5) P(O(X2x)= 1-Е(х) 

6°) P(X<x)= Ех + 1) 

7) POX=x)=  F(x+1/-F(xX/. 


SECTION IV : CARACTERISTIQUES D'UNE 
VARIABLE DISCRETE 


V. 1 - ESPERANCE MATHEMATIQUE 
aj Définition : | 
L'espérance mathématique d'une va discrète X est ia 
moyenne arithmétique des valeurs possibles ponderées par les 
probabilités correspondantes. 


n 
z NiP; 


© 1n | 
ЕХ) = УхР(Х=х./= 
1 
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Remarques : 


* Lorsque la V.A X est discrete mais possede une infinite 
denombrable des valeurs possibles x, l'espérance mathématique est : 


n 
ECX/= Lim Ур. х. 


0-9 +90 j 


* L'espérance mathématique n'existe dans се cas que si cette 
limite est finie. Dans le cas contraire ; on dit que l'espérance n'existe 
pas. 

* L'espérence mathématique peut prendre une valeur reelle 
finie quelconque : positive : négative : entière ` non entiere etc... 


5) Propriétés : 


I)  ElaN+b) =aE(XJ+b Y aetbeR 
29) E(N+ Y) =E(N)+E(VY) 
V Xet Y deux v.a discretes 


et d'une facon чепеге . 


{ 11 \ n 
227 +X )=E ХІХ) $ EX) 
u їн i i= 1 
11 
Ela X +a „X, 222 ta N )= Z do. 
ix 


3°) E (ХҮ) = EUN). E(Y) si et seulement si les variables X 
et Y sont independantes,. 

47) бой Y = NX-EiN).alors E (У) = C (N-E (Ni) =: 0 

L'espérance mathematique d'une variable centrée est nulle. 
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- [V.2 : VARIANCE : 


a) Definition : 
La variance de la v.a X ; notée V(X) ; est l'espérance 
mathematique des carrés des écarts à l'espérance mathématique. 


V(X) = eix- Ear | = E(X?)-((E(X))F 


Э 


L'écart type noté G. est la racine carrée positive de la variance 
o, = У(Х) 


Remarques : 


2 2 
+ V(X)2 0> Е(Х”)>(Е(Х)) 
* V (X) est une mesure d'incertitude ou dispersion. 
* Relations entre V(X) et б, 


б, < V(X)/ ssi VON) > | 
o> V(NX/ ssi VON) < 1 
o= V(X/ssi V( X) =1 


b) Propriótes de la variance : 


15) V (ах +b) = a` V (X) La variance d'une constante est 
nulle. 

29 V (М Y) V(N) + V (Y) Sai N et Y sont deux va 
independantes. 


et plus generalement : 


n n 
Vi Х./- W VEX.) si les Xi s les Va 
m 2 ; i sont des s 
1-1 = | 

indépendantes. 


Remarques : РТРК инь 


* V(X-Y) = V (X + Y)= V(X)+ V(Y) si X et Y sont 
Indépendantes 
ж V(aX)=V(-aX)=a2V(X)  VacR. 


2 2 
*У(аХ +БУ) =а V(X)+b V(Y)si Xet Y sont indépendantes 


IV.3 : LES MOMENTS DES DIFFERENTS ORDRES : 


On appelle moment d'ordre K de la va X : l'espérance 
mathématique de X". On note 


Опа: Moment d'ordre | = m, = E(X) у 
> М(Х) = ту – mj 


Moment d'ordre 2 = ту = E(X?)| 


Cette notion peut être étendue à un couple de v.a (X, Y). 
On appelle moment d'ordre (r, s) l'éspérence mathémathique de 
(Х Y) et on note : 


m -E(X'Y5) 
r$ 


m = ЕХ) т =Е(Ү) 
10 01 


2 2 
т = F( X“) m = F( V<) 
20 02 


^ > 
TAN) — m - 4 HN) = 1 нэ - 
Ke mio: V(Y) D mo, 
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IV.4 : MEDIANE : 


La médiane est définie comme 1а valeur milieu de l'ensemble 
des valeurs de la variable aléatoire. Sa position est telle qu'elle divise 
la distribution en deux parties égales. 

Si x est la valeur mediane de la v. a. X ; nous avons : 


P(X < x) = F(x) > 0,5 
P(X<x-1)=F(x-1)< 0,5 


IV. 5 : LE MODE : 


Le mode est la valeur de la v. a X. à laquelle correspond le 
maximum de d dp. 

Certaines distributions n'ont aucun mode ; d'autres en ont 
plusieurs. 


IV. 6 : INEGALITE DE DIENAYME-TCHEBYCHEFF : 


Soit une v.a X. Nous avons les inégalités suivantes : 
(ху Ox 
P[X - E(X) > a] « = 
a 
Э Э 


Р| Х-Е(Х) s а]> pa ouo; = V(X).> pecu 
a 


го 


Pour a — t6 ; ces inégalités s'écrivent : 
d 


PX- E(X} <с]> Sc 

e 
L'inégalite de Bienayme-Tchebycheff permet de connaitre la 
probabilité pour une variable aléatoire de prendre ses valeurs à 


X-E(X)» o]« +> 
E 
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Ременеиг où à l'intérieur d'un certain intervalle centré sur 
l'espérance mathematique sans connaitre la loi de cette v.a. 

Les résultats obtenus avec vette inégalite sont toujours moins 
precis que ceux acquis gràce à la connaissance de la loi exacte de la 
v а considérée. 


SECTION V : FONCTION GENERATRICE DES 
.MOMENTS ЕТ FONCTION  GENERATRICE DES 
PROBABILITES : 


VI - | FONCTION  GENERATRICE DES 
MOMENTS : S 
Supposons qu'il existe un nombre positif h / Yt et -h<t<h 
l'espérance mathématique E(e^ existe. 
On appelle fonction génératrice des moments de la v.a N ; la 
fonction defini par : 


IN 


ц (= Есе Уе 
Х | 


4 


ір avec p. =P(N =N ) 
[ l 1 | 


Сеце lonction nous permet d'avoir les moments des differents 
ordre. En ettet. nous avons 


иу) = EN) | ZER d» SE 
D 2 бә NON) enu 0) - qi (UNT 

их(0) = Е(Х?): 
et d'une facon eénerale u LO =EN") 


où tU: (07 est Ta dérivée d'ordre г deu 


(t) an neant t = Ô 
V.2 FONCTION GENERATRICE DES PROBABILITES: 
Cette fonction n'est definie que si les valeurs particulières x 
d'une v.a sont des nombres entiers > 0. 


а) Detition : 


Etant donnee une variable aléatoire N telle que les xi sont des 
entiers > 0 із foncuon generatrice des probabilites est l'espérance 
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mathématique de la variable t` ou. t desiene un nombre réel 
q Ч 


quelconque. On note cette fonction G(t). 
Nous avons : 


b) Proprietés : 


Руа fonction génératrice des moments de la somme de deux 


variables ‘aléatoires indépendantes est счаіе au produit de leurs 
fonctions génératrices. 2 
En effet : 
их To oi 
з= Be j= Ele e |= 
J J 
IX tY 
Cie Lie ) = Hx OD UG) 
P> La fonction génératrice des probabilites de la somme de 
deux variables aleatoires indépendantes est égale au produit de leurs 
fonctions generatrices. 


En eflet : 


24e 
G tge BCE? |= E(t 
X+Y L | 


Së EXERCICES 


УЛ: 

On lance simultanément deux des bien équilibrés. Soit X la 
variable aléatoife qui fait correspondre la partie entière des points 
marqués par le premier dé divisé par les points marques par le second 
dé. | 

1°) Calculer la distribution de X et la representer 
graphiquement. 

2°) Déterminer la fonction de répartition de X. 


3?) Calculer l'espéance; la variance; la valeur modale et la 
valeur médiane de X. 


4°) Déterminer xo et xi tel que : 


7 
P(X«x ра )2— 
0 18 1 18 


5?) Déterminer a pour que : 
V (ах +5) = 14 


6°) Déterminer € pour que P(X Е E(X)| > €) < 0.56. 


IV.2: 

On lance une pièce de monnaie bien équilibrée jusqu'a ce que 
l'on obtienne pile pour la premiére fois. 

Soit X = la variable aléatoire definie par : « nombre de jets 
nécessaires pour voir le jeu se terminer ». 


1?) Calculer la distribution de probabilité de X. 
2?) Vérifier aue la somme des probabilités correspondantes cst 
égale à 1. 
3?) Représenter graphiquement la densité de probabilité: en 
xd la valeur modale. 
4^) Déterminer l'éspérance E(X) 


5°) Déterminer la fonction de répartition; en déduire la valeur 
médiane. 
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IV. 3 : БЕН 
Soit une variable aléatoire discréte X dont la densité de 
probabilité est : 


1*) Determiner 


29) Calculer l'éspérance; la variance; la valeur modale et la 
valeur médiane de la variable X. 


3°) Déterminer xo et xi tel que : 
Р(Х>ху) =0.5 P(x <x,)=0.7. 


4?) En utilisant l'inégalité de  Bienaymé-tchebychetT : 
determiner: 
кү 
PX — ЕХ < 40) 


et PX - E(X) >30) 


5°) Détrminer la fonction de répartition correspondante. 
6°) Calculer ; en utilisant la fonction de repartition ; 


aïn(t< x < 6) d\P(2 < x <Š) 
b)P(3<x<6) ; е)Р(2<х<5). 
c)P(x <4) f) P(x 2 3). 
IV. 4: 


Soit la fonction F definie par : 
Ї 


0 si x < 0 
| : 
= 51 0<x<l] 
Ï 
= 2 
F(x) | = si I<x<2 
3 ! 
K . 
22. SI x22 
5 


1°) Déterminer la constante K pour que F (x) soit la fonction de 
répartition d'une variable aléatoire N. 

2°) Rpresenter graphiquement F (x ) 

37) Calculer P(1€ X € 5). 

4°) Calculer Герегапсе et la variance de X. 

5°) Déterminer la fonction genératrice des moments de X. En 


déduire E(X?) 


X-E(X) 
Ox 


6)Calculer P 2] ou oE écart type de Х 


INS: 
[ \ 
бой E=¿ ww .w .w ом l'ensemble des resultats d'une 
4i 


A NE die 
experience aléatoire. 
Soit А =< | W | un sous ensemble de E et 
\ 3 


А = ЈА А.о. Е} un ensemble de parties de E 
(9 4 


19) Montrer que A est une tribu 
2°) Soit (E. À) un espace probabilisable sur lequel est définit 
une application P de (E, А) dans R telle que : 
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Montrer que P est une mesure de probabilité. 
3°) Soit (E, А. P) un éspace probabilisable et soit Nune 
application de E dans R définie par : 


Хм. )=1 siw, € A. 
X(w. =0 siw, ЕА 


Montrer que A est une variable aleatoire discrète; 
_Determiner l'ensemble de ses valeurs. 
4%) Déterminer la loi de probablité de la v.a. N. 
52) Calculer l'ésperance et la variance de X^ 
65) Soit une variable aléatoire Y = aN + boua^Oetbe R 
sont 2 constantes. Determiner a et b pour que Y soit une variable 
aléatoire centrée (c'est à dire d'espérance nulle et de variance égale à 


1). 


IV. 6: 
On jette n fois une pièce de monnaie truquee. La probablilite 


d'avoir pile est égale а 
Soit F, la fréquence du nombre de pile 
1°) Calculer ECF, 7 e e 
2°) Chercher a tel que 


40 -Е(Е (alen 
i n nt 


373 Chercher h tel oue: 
DE Ero CHE 


Ч | | 
Pir, —ECF ТЕ — <b 
lin 77) 
4°) Chercher n tel que : 
dy E EE EE. 
-PHF -E(F }<——}>0,99 
Dn ni 100) 


IV. 7: 
“Оп lance un dé comprenant 4 faces rouges et 2 faces vertes 
jusqu'a ce que l'on obtienne soit verte soit 10 fois rouges 


Soit X = la variable aléatoire définie par nombre de lancers: 
nécessaires pour voir le jeu se terminer. 

1°) Calculer la distribution de probabilité de X. 

2°) Calculer la valeur modale. 

3°) Calculer la moyenne et la variance de X. 


IV.8: 
On lance un dé comprenant 4 faces rouges et 2 faces vertes 

quatre fois. 

1) Soit Xi la variable aléatoire représentant le nombre de faces 
rouges obtenues. 

Calculer la distribution de probabilité ; la moyenne et la 
variance de Xj. | j 

П) Soit X2 la variable représentant la plus grande succession de 
faces rouges que l'on obtient en 4 lancers. | 

Calculer la distribution de probabilté ; la moyenne et la variance 
de X2. 


IV) 9: 

Un joueur lance deux des bien équilibrés, Il gagne 5 dinars si la 
somme des points obtenus est un multiple de 3; 8" si cette somme est 
un multiple de 5 ` Par contre; il perd 15" si la somme est égale à 8 et 
3" dans les autres cas. 


Ce jeu est il favorable au joueur? pourquoi? 


IV. 10 : 

Un tenancier presente le jeu suivant : 

Tout joueur effectue une mise égale à 60”. 

Il jette deux dés bien éauilibrés Soit X le nombre iu sur le 
premier de et Y le nombre lu sur le deuxième dé. 

- Sila somme des nombres obtenus est un multiple de 4 (ехерге 
12) le joueur reçoit 40 dinars. 

- Si la somme des nombres obtenus est un multiple de 5 : ie 
joueur reçoit 50 dinars. ` | 

- Si cette somme est le 6; le joueur reçoit 120 dinars. 

- Si cette somme est le 11; le joueur reçoit 150 dinars. 

- Si cette somme est le 12; le joueur reçoit 200 dinars. 

Le joueur est perdant dans toutes les autres éventualités et dans 
ce cas il ne reçoit rien. 
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Soit X la variable aléatoire « Somme reçu par le joueur >. _ 

1°) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoireX. 

2°) Calculer l'espérance mathémathique de cette variable 
aléatoire. 

39) Calculer sa varaince. 

4°) Ce jeu est-il favorable au tenancier? 


IV. 11: | 

On lance deux dés bien équilibrés soit X= le nombre lu sur le- 
premier dé et Y le nombre lu sur le second de. 
©" 1°) Calculer la distribution de probabilité de la variable Z= 
X + Y. A 

2°) Déterminer la fonction génératrice des probabiltes de Z. 

3?) Calculer Герегапсе et la variance de Z. 

a) Directement, 

b) En utilisant les fonctions génératrices des moments. 


IV. 12: 

On tire une сапе au hasard d'une boite contenant 5 cartes 
numérotées 1,2,3.4,5. 

Soit. X la variable aléatoire représentant le nombre obtenu et Y 
la variable aléatoire prenant les valeurs (1 ou 4) suivant que l'on 
obtient soit un nombre impair; soit un nombre pair. 


1?) Calculer la distribution ; l'ésperance: la variance de : 
ах DY; с)Х4Ү ;d)X-Y e) X. Y. 


IV. 13: 
. Soit une variable aléatoire discrete X dont la densite de 
probabilité est donnée par le tableau suivant : 


Déterminer a, b et c sachant que la distribution est symétrique 
et que la variance est égale à 2,7. 


IV 14: 
On considère l'application Ё: IN * => IR définie par : 
f(n)=——— : 
m ní n+1)(n+2) 
1°) Montrer que f peut s'ecrire sous la forme : 
DM E Ce 
n (n+l) (n2) 
En deduire les valeurs de A, B et C. 
2°) Montrer que f peut être considérée comme la densité de 
probabilité d'une variable discrète X définie sur N* 


IV. 15: 

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes : 

1) Supposons que les moments d'ordre | et 2 de X et Y sont 
connus. On definit les deux variables aléatoires : 


A-2N-c-3Y 
B=4N- SY 
Calculer ` 


IJECAJ; ЕВ: EC A +B) ECA - Ве (А.В). 
32)VCAJ2: V (BI. VOA + В/ерУ(А-В/ 


3*)Cov( A. B) = EC A.B) ECA). E( BJ. 

H ) Soient F (x) et G (y) les fonctions de repartition de X et Y 
respectivement 

1?) Déterminer la fonction de répartition de Z - Max ( N.Y) 

27) Determiner la fonction de répartition de T= min (Х,У) 


IV : 16 

Répondre par vrai au faux f/ustifier votre reponse) 

a) Si une variable aléatoire N prend des vaieurs quelconques 
(positives ou négatives) son esperance mathémathique peut être 
negative. 

b) La méme variable peut avoir un écart type negatit 

c) Si on retranche une quantité positive h de toutes les valeurs 
d'une variable aléatoire X ; оп esperence mathématique est 
diminuée de la méme quantité h . 
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d) Dans là même hypothèse ; l'écart type de cette variable 
aléatoire X ; est également diminuée de la même quantité h. 

e) Les valeurs d'une variable aléatoire sont multipliées par un 
nombre „К. En conséquence son éspérance mathémathique est 
multipliée par le même ordre k. 

f) Dans la même hypothèse la variance de cette variable est 
multipliée par К. Р 

g) Dans la même hypothèse son écart type est multipliée par 
ЛЕ 

h) L'espérance mathériïàtique d'une variable X est aussi la 
valeur la plus probable de cette variable. m | 

i) La valeur médiane M d'une variable X est-telle que 
2.F(M) = F(b) où b etant la valeur la plus élevée que peut prendre 
la variable X et F (x) étant la fonction de répartition de cette 
variable. 

1) Cette valeur médiane M est telle que F (M) = I-F (M) 

k) La fonction de répartition peut prendre des valeurs 
supérieures à l. 

l) La fonction de répartition peut prendre des valeurs 
négatives 

m) La d. d. p peut étre supérieure à 1. 
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SOLUTIONS PROPOSEES 


IV .1: 
Nous pouvons résumer l'ensemble des résultats possibles dans 
le tableau suivant : 
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P(X= x) 


) І 2 3 4 5 6 № 
Représentation Graphique de la 
densité de probabilité 


2?) Fonction de Répartition 


La représentation. graphique de cette fonction est une courbe 


en escalier. 


^ 


TE 41 
ЕСХ/- > рх, а 


1 
> 


; : | g 
VIXI=E(X"I-(E(X)) = Ур. x -(Xp.s.) =2.12 
1 1 1 1 
Valeur modaie = 0: Valeur médiane 2. 
pe 2 
иг үз эфагл prie eos 
36 He 


49) x o n'existe pas et x | n'existe pas . 
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| 2 
5°)V(aX+5)=14—a V(X)=14 
2 
=> a .2.12 =14 => a= ł2,57. 


69)Р(Х-Е(Х) > e) < 0,56 > 


V(X) _ 2.12 
P((IX-E(X) > =) < e s 70562 
€ E 
2 212 
g =F = 3,78 ә Е = 1,95 
: 0.356 


IV. 2 

Soient les événements ` 
p : « avoir pile » 

- Ж: avoir face » 


x est une = aléatoire discrète infinie (dénombrable). 
P (X=1) =P (X= р) = = 


P(X =2) = Р(Х = Fp) = Р(Х = F).P(X = p) = 


11 
22 
Р(Х = n) = P(X = FE.....Fp) = — 


n l | 
2°) УР(Х-х ) = Lim | =+=>+.............. — 
23 ( St nye 2 22 jn 


| 1-(1/2)! 


= Lim = =] 
n 


= 2 1-(1/2) 
3?) La représentation eraphique de la densité de probablité est 
un d en báton. 


La valeur modale est x = 1 ; puisque Р(Х-1) -le 
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2 2 
4*)E(X)- Lim Ў Li ie ce iuge 
= 1M т. e == 
22 
2 
l l 
+—+— 
4 4 
1-1 1] 
+—+—+— 
8 8 8 


16 16 16 16 


- (1/2) 
= Lim E 
nee ]-(1/2 


| F(X) =? | 
|l l 


b) 


5°) Fonction de répartition : 


La représentation graphique est une courbe en escalier. 
La valeur médiane est x=2. 

IV.3: 

1?) Condition nécessaire 


6 
Y P(X=x )-1 
ізі i 


Nousavons, 


N +X +X +x 
1 2 3 d 


= 0,35 > 


D'autre part: x =3x ех = хә 
ә 2 
X { =х > 
3 4 3 2 
3N SAX. +X +X, 


=035— x, = 0.05 
3 J 2 RI 3 


х = 015еіх -0,10 
l Э 


Le tableau de densité de probabilité devient : 


N 10 | 
Р (х-1) (03 [02 


i=] 


6 
= X 0 
1-1 i=l ` 


2 SNE 
22) V(X) =E(X")-(E(X))) = KÉIER 


2 
=06.8-(1.9) =3.19 
Valeur modale = 0 


ЗЭР(Хэх )=P(X<x )=P = 

3°)Р( 9) ( e (<х +1) 0,5 
ие в. Sk 

РОХЕх,//-07-эР(СХ«х +U=07—x n'existe pas 


4°) Application de l'inégalité de Tchybechetf. 


P(X-E(X) < 40) = P(X- E(X)| < 418) 2 1- 25 


4 


P(X-ECO| 5418) > 2 


P(X- Е(Х) 


_ 1 

> 30) <— 

9 

Remarque : Il est facile de vérifier ces 2 valeurs 

P(X- EQO| < 46) = Р(Е(Х) -40 < X < E(X) +40) = 

P(1.9-4.1.8 < X < L9 4.18 = P(-&3€ X < 9.1) 

= P(O < X < 9) = 1 et l'inégalité est verifiée. 

De même : 

Р|Х-Е(Х) < За) = P(E(X) -3o < X < E(X)+3o)) 
=P(0<X<7=1 

> P(X- E(X) > 30) = 0 et l'inégalité est vérifiée 


5?) La fonction de répartition est définie par F (x) = P (x € x) 


F (x) = 
P (X < x) 


6°) DE 
aI PG < X«6) = P(N < 6) - P(N < Als F(6) — F(4) = 0.15 
bPG€X&€6 2 PX < 7) - P(N < M = FCH = EG) 


c/P(X < á) = РОХ < S) =Е 5 = 0.9 


d)P(2 < X < 5) = РХ < 5) = P(X < 2) = F(5) - F(2) = 0.4 
e)P(2<X<5)=PX < 6) -Р(Х < 3) 203 
ERX > 3) =1-РХ < 3) =1- 0,65 = 0,35 


IV. 4: 
19) Lim F(x/215k-& 
x—+e 


Représentation graphique de la fonction de répartition 


3*)P(1< X < 3) = P(X=1)+P(X=2)+P(N = 3) 
= P(X < 4) - РХ < 1) = F(4) = Е) = 
1-1/5-2/5 


4%) Nous pouvons déduire la densité de probabilite correspondante: 
et nous avons : 


РХ =1/ = P( X 


P( X 


<t 
I + 

| c^. —I en 
+ = 

| en + 
+ — | 0^ 
| e^ e 
© Il 

H =` 
- СЧ 
ж ж 
ч `N 
DI ш 


9) Fonction génératrice de X . 


5 


] 


E 
2 


E(X ) 
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IV. 5: 


E= iw W WW | 
1 2 3 4 
1 | 
A-iw ,W | un sous ensemle de E 
| 2 


A= {A AGE} un ensemble de parties de E. 


1°) Pour que À soit une tribu, il faut qu'elle soit stable par 
Cb mention par réunion finie ou infinie dénombrable et que 


Eech" 
a) Stabilité par complémentation : ` 


VBeA— ВєА. $ 
B peut être égale à 0 ou А, Aou E (Nous pouvons vérifier la 
stabilité par complémentation). 


b) Stabilité par reunion: : 


“в, } e À ÜB ER. 
1<1<п ісі 1 


Dans notre exemple : 
АЈА = ЕєА. 


AUAUDUE=EEA. 


cE E Â. 
Donc Â est une tribu. 


2?) Pour que P soit une mesure de probabilité. il faut qu'elle vérifie 
les propriétés suivantes : 
а)УВеА- P(B/20 


b) vin, lune suite infinie d'événements de А deux à deux 
11 


415) 0145 PC Ü B. T y P(B = 
1=17—7 


c) P (E) -і. | 
Nous vérifions ces propriétés dans le cas de notre exemple : 
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card (В) 


aJP( B) =—— VB e A. 
card E 
. card A 2 ] 
Si В-А--РА/----------->0 
card E 4 2 
ыг — card À 2 
В-А->-РА)----------->60. 
card E 4 2 
B = 6 — Р(ф/ = 0. 
card E 
R= E > P(E) =— — =1> 0 ә Р(В/> 0. 
цах сага E 
b/PCA UA? = PCA) € PCA) = |. 
card E 
с/Р(Е)-------гі!. 
сага Е 


39) X est une variable aléatoire si X (I), où I est un intervalle de К; 
appatient à la tribu А. 


Alors: X-!(17 =ô si Ine contient ni 0 ni 1. 
X \V=A sil contient uniquement 1 
x" lc = A sil contient uniquement 0. 


X lq = E si Ï contient O et 1. 


Dans notre exercice : 


select etn w )=A eh 
Vd 1 y 1 J 

Ee C \ = ch 

X а 


Х(Е) = {0,1} ensemble des valeurs de X. 


4?) Loi de probabilité de X: 


-| = 
P(X20)2 рем Nim 220) = PX. (0€ A) = PA) = 


Í 1 2 


ә|— 


| —1 
РХ-//-Роу „Хм 1 =1=РСХ (АЈ = PCA) = 
1 1 = 


t2] = 
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E(X) = lav) = l 
2 4 


5) Y=aX+b a ^0 
Y est une variable aléatoire centree réduite si : 
E(Y)= 0 et V(Y)=1— 


aE(X) b= 02 2+0=0, 
2) 


^ 
a V(X)=1>*Â_=1>a=2etb=-1. 


IV. 6: 7 
Soit p = l'événement « avoir pile » P(p) =] 
F= l'événement « avoir face » Р(Г) => 
F, la fréquence du nombre de pile = À > 
n 
X | | 
ЕЕ) = EC = — E(X) =! =р=-— 
n n n n 4 
; x H DE : pq: E 
VE 72 М2) = — VOX) = #H Zu 2 
n n n° n° n  l6n 


2°) Application de l'inégalité de Bienayme Tcheybichetf: 


РЕ -E(F, ) < QE i 


140 


2 uM 
b = o _ _ lón _ 3.10000 
2 l 160 
1/100 —— 
( ) 10000 
49) 
2: -Е(Е jel хоод 
|n 117 100] 
[ ‚| МӨ) 3.10000 
BE. -Е(Е ) — H == 
u n п! 100 Ep m 
10000 
NU 12257 Же cu 
16n Ібп 
| | 
| 300.10000 ЖК. 
| = ER 
EE 


1 
Р(Х = 1) = P(Verte) = P( V) = = 
20 
| ZE 22 
Р(Х = 2) = P(Rougeet Verte)= P(RV) = —.— = — 
33 9 
2 
Р 221 2% 1 
2.23 2 22 3 | 
8 [om 
b eu О 
Р(Х = 9) =P(RR..RV) =| =j —. 
#7 bg 
8fois 
P( X = 10) = P(RRR...R) + P(RR...... RV) 
10fois 9fois 
10 9 


Il 
x CN 
UI | td 
Nt EA 

+ 
PEE EE 
wə | tI 
u a 
w | = 


2°) La valeur modale est x = | puisque P(x=1) = 1/3 et 
| 


Vx € Xetx zl Р(Х-х)<-. 
39) | 
3 4 
E(X) 2497247 22% Goes 
SH =. M ç — hA iugi 
ME E B a 
5 6 7 8 
2\ | 2 2 (2 
ЫН 142) ШЕН REE: 2A Ж. 
ов: 
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> 


2 4 | 
E(X )=1l+4424+492416(2) RE 
3 9 57 3) `3 3 
7 8 


5 46 
moi 2\ 1 23 ЖӨНІ [2 
+36 <| =+49 <| -+64 2| -+s |. 
DE TA 3) 39 Т\З 
0 9 


UI | = 


Ээ | = 


IV. 8: 


V = L'événement < avoir Verte p> P( N ) = 


Nous avons n = 4 lancers. 


Г) Xi = nombre de faces rouges obtenues en n = 4 lancers > 


22 = (0.1.2.3.4) 


RC ОЗ = 


.4 
; l Ï. С 
Р(Х -І/-АРСУУУҚ)-4.-.-.-.---- 
| 3333 81 
: ТАР 1122 24 
Р(Х = 2) =6P(VVRR) = 6... >. 2 = — 
| 33 3 3 81 
l 27272 0 32 
D'A = 3) =4P( VRRR) =d4,_. 2.2.2 = 
1 3355 81 
2: 2 2 2: HO 
Р(Х =3)=4P(RRRR)=—.—=.—,— = 
i 3 3 3 3 8] 
‚ On vérifie que : 
ХОХ 322,666 YO X2 E 


ex NC N 29,89 
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Xə = La plus grande succession de faces rouges obtenu. „ 7” 
X; = (0,1,2,3,4) 


Р(Х =0/=P(VVVV) SS 
2 81 


PIX, =1)=PCVVVRI+ P(VRVV/+P(RVVV) 
+P(VVRV)+P(VRVR) + Р(ВУҢВУ ) 
2 Э 
4PORVVR) =2..44 2.3 E 
81 81 81 
Р(Х, =2) = P(VVRR) + P(VRRV) + P(RRVV) 


; 4 8 28 
+P(RVRR) + P(RRVR) =3.——+2.—=—— 
81 81 8] 
3 ` 8 16 
Р(Х) = 3) = P(VRRR) + P(RRRV) = 2.— = — 
81 81 
й . 16 
P(X; = 4) = P(RRRR) = m 
On vérifie que 


IV.9 : 
L'ensemble des résultats possibles peut étre représente dans 
le tableau suivant : 


P (perdre 152) = P(8) = 5/36 


P (perdre 3 D) = P (reste) = 12/36 


L'espérance mathémathique du gain est : 
212 7 5 12 5 А 
Е=5.— +8.— – 15. – 3. = — = 0.138 
36 36 36 36 36 | 
L'éspérance mathémathique du gain est de plus 0,138D et par 
conséquent le jeu est favorable au joueur. 


ГУ. 10: " 
1?) X 7 (0; 40; 50; 120; 150; 200). 
La densité de probablité est représentée dans le tableau suivant : 


6 
29) EX) Урх 249.16 
1=] 11 
Le gain moyen du joueur est de 49,16 dinars. 
2 


Же 2 
3°) УХЛ = E(X )-(E(X)). = 2786.07 => с. = 52,78. 


4°) Се jeu est favorable au tenancier puisque le montant de la mise 
est superieur à l'éspérance mathemathique du gain du joueur. 


IV. ТІ: 
Z =(2,3,4,5,........ ,12) Avec : 
19) Га distribution de nrobahilite de Z est donnée par : 


2?) La fonction génératrice des probabilités de Z est : 


mn 
A 
“л 


n 
m +P t 
n 
1 2 2 3 3t 6 5 1 12 
=—t mL ез s ші Жэт +... += t 
36 36 36 36 36 : 36 
2 
! и < aov 
= t 
36 
2 
1 2 3 4 5 © 
G „©= zg tt +t +t +t +t 
3°) Cacul de l'espérance et de la variance 
a) Directement 
12 l 2 6 5 | 
E(Z)= Y pz, -2--%3.--4......... %7.---%8.---9.--%..-12.-- 
i=2 1 ! 36 36 36 36 36 36 
252 
52 47 
36 
12 2 329 
Е(7 ) = ek = 54,83 
2 P;# 6 Š 
2 2 3$ 
-» V(Z)= Е(2 )-(ECZ)) 


b) Fonction génératrice des moments 
LI 


t) = 0-8 Sa 
От, EEIE | 
lf t 2t t 
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252 15 


` 2 . 
E(Z)=U дОу= 6142434445 sole = 


36 


2 
EZ у= 


" 329 35 


(0)2 — > V(Z) == 
6 6 


IV. 12: 
a) X = La variable aléatoire représentant le nombre obtenu 
X7(1.2,3,4,5). Avec : 


РХ S РОХ = 2) = РОХ = 9 = PIX =d) = Р(Х 5 => 


E(X) =-[1+2+3+4+ 5] =3 


вл | = 


4 
SE e 
^ 
V(N) =11-9=2, 
b) Y = (1.4) 
P(Y=1)=P(N=louX=3j3 оиХ=5) = 


"Anl 


P(Y =4/ = РХ =20иХ = 4) = 


5 
5 


S =N - Y = (2.4.6.8). Avec: 
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` 2 
P(S = 2) = Р(5-4/-- а PES = 8/ = 


сл | = 


1. 
5 
Э 
Бра 28 2- 5.2=E(X)+E(Y) 
5 
2 | | 
E(S Шинэс 3 V68)=4.16, 


V(S) = М(Х) + V(Y) 


d) En utilisant le tableau précédent ; nous avons : 
D = Х-Ү = (0;-2:2:0;4) => 


Avec _ 
P(D =-2) = L;P(D =0) = 2:P(D = 2) = 1 
5 5 5 
1 
Р(О=4)=— 
( ) 5 
-2%2-4 


E(D) = > = 08 = E(X)-E(Y) 


2 + 
Eds dendo 2316 сав V(D) = 4,16 = V(X) + V(Y) = VIS) 
5 


e) En utilisant le tableau précédent : nous avons 
Z-X.Y- (1,8,3,16,5) 
Avec : 


P(Z=1) = P(Z = 3)= P (Z = 5) = P(Z = 8) =P (Z= 16) =1/5 


EN ке Еа ECXVYECN) 


S ARTS \+9+25+6А +256 _ 


5 
Х7.у- 2144 . 
IV. 13: 


La distribution est symétrique 
E(X)=> a =c 


V(X) =2,7 > E(X`) =2.7 > 
4а+4с+8а=16—эа=02=с 
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a+b+c=0,7— b = 0,3 
Solution: а=.с = 02etb = 0,3 


ТУ. 14: ° 
1°) f admet 3 pôles simples O ; -1 et -2 ; donc: 


2 A B C 
f(n) = —+- + 
n (nel) (n+2) 
А = Lim nf (n) = Lim = Maecen - 
n—0(n+IXn+2) E 
4 = 
В = Lim (п+1/Ё(п/ = Lim ——— = -4 
-1 n>-lnín+2? 
4 
C= Lim, (n*2)f(n) = Lim ——— = 2. 
n-2 n——2 n(n + 1 
4 2 


fín) = = + 
n (n-l (0+2) 


2°) f définie une densité de probabilité ; si elle vérifie les conditions 
suivantes : 
* f(n)20 VneX. 
“ООС 
х 
La première condition est vérifiée. 
Pour la deuxième condition; nous pouvons écrire X f(n) sous la 
forme : 
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4 2 
f[0)22- 5 73 
2 4 2 
2)=———+— 
£e 2 3 4 
2 4 2 
Е 
EE 
f(4)=—--+— 
4 2 
f(n- 2) - += 
n-2 n-l n 
2 
fm- 2545-0034 
n-| n n+] 
f(n) = —- В. 


b Е(х;) RE e 
nt) EA n 
x; =l 


et 


n 
Lim Y Г(х;) = 1. 


ПЭ +o 
x: 
Conclusion : 
; 2 4 2 
Со = - —+ Z 
PUE Ар n (nci) (n2) 
probabilité. 


définie hien 


IV. 15: 
X et Y sont indépendantes 
l)Az2X-3Y. ; 8-4Х-5Ү 


1°) E (A) =2 E(X) + SE (Y) 
E(B) =4 E (X) - SE(Y) 


ипе 


densité 


de 


А+В=6Х- 2Y ЭЕ(А +В) =6Е(Х)-2Е(Ү)=Е (А)+Е(В) 
А-В =-2Х+8 Үү => E (Ar B)=-2E(X)+8E(Y) 


=E({A)- E (B) т 
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AB=8X2+2 XY -15 Y! 2 E (A. B) - 8 E (X) 
+2Е(Х Ү)- 15 E (Y) z E (A) . E (В). 


Ainsi si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, deux 
combinaisons linéaires de ces 2 variables ne sont pas nécessairement 
indépendantes. 


2*) 


VIA) = V(2X+3Y) = AV(X) -9V(Y) 


Э 


2 2 2 
=4E(X )+9E(Y )-4(E(X) -9(ЕСУ)) 
“ВЈ = V(AX - 5Y) = 16VCX)  25NCY) 


2 2 2 2 

=16Е(Х /+2SECY J-IGECX/ -2ХЕСҮ) 
V(A + В) = V(6X -2Y) = 36VCX) c AVCY) = V(A) + V(B) 
VOA – B = V(-2X + 8Y)  AV(X) - 6AVCY) = VAI + V( BJ 


1 
3° 


Cov( A.B) = ЕСА.В/-ЕС(А7.ЕСВ/ 


3 9 

=8Е(Х /+2E(XY)-15E(Y ` )-ECGU83EC(Y DOLES SECY) 

ш8У(Х/-1Хү(Ү/-2Сох(Х.Ү! 

=8BV(X)-15V(Y) 
11) 
19) х) = P (N < x) 
G(y) =P (Y « v) 
soit 
H ( z) = la fonction de répartition de la variable Z. 
H (z) =P (Z < z) =P [ max (X,Y) < z] 

=P Хх < де У <z]=P[N<znY <z] 


ЕР(Х <z). Pj Y <z ]=F (x). G (z) 


| H (2) =F (z). G (2). | 
El 
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2°) soit K (t) la fonction de répartition de la variable T. 

K(t)=P[T<t]=P[min(X,Y) <t  ]=P[X<touY<t | 

P[(X < t) U (Y <t)]= P(X < t)+P(Y <t)-P(X < t).P(Y < 0 
= F(t) + G(t) - F(t) - G(t). 


K(t) = F(t) + G(t) - F(t).G(t) 
IV. 16: 


a) Vrai: L’éspé: nce mathémathique peut prendre n'importe quelle 
valeur finie. 

b) Faux = L'écar. vpe est la racine carrée positive de la variance. 

c) Vrai: E(X-1 * E(X)- h. 

d) Faux: V (X+ = V(X-h) = V(X). L'écart ne va pas changer. 

е) Уга :E (KX) Kk E(X) 

f) Faux : V (k X ) =k? V (X). La variance va être multipliée par k^. 
«УҒаах: emathémathique est une moyenne. La valeur la plus 
probable est la valeur modale. 

i) Vrai : car F(M) =+ et ЕБ) =1 


j) Vrai саг F (M) = 1/2. 
К) Faux : La fonction de répartition prend Ses valeurs sur [0,1] 
1) Faux : La fonction de répartition prend ses valeurs sur [0,1] 


n 
m) Faux : La densité de probabilité est définie par У p =L. 


, QG 


1=1 № 
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CHAPITRE V 2 


LES VARIABLES ALEATOIRES 
CONTINUES А UNE DIMENSION 


SECTION I : DEFINITION ET DENSITE DE 
PROBABILITE : 


I. 1: Définition : 
La variable aléatoire X est dite continue si son domaine de 
définition est R ou une partie de R. (tout un intervalle). 


4, 2 Densité de Probablité : 


On appelle la fonction f, la distribution ou la densité ou la loi 
de probabilité de v.a. continue X. 


Cette fonction satisfait les 2 conditions suivantes : 
1)f(x) 2 0 Vx € X. 

ШЕ f(x)dx = 1 

ou df = domaine de definition de X. 


Cela signifie que fest positive ou nulle et que l'aire totale en 
dessous de la courbe de f est égale à 1. 


SECTION Ц : FONCTION DE REPARTITION 


H. 1 Définition : 


Soient X une..v. a.continue .. On definit. la fonction de 
répartition F de X par la fonction : 
FIR > IR telleque 


F(x) = РОХ х) = [^ буй 


-11-2 Propriétés : 
La fonction F est une fonction monotone croissante c'est à 
dire : 
* F (х) < F (y) pour x < y. 


d Lm, F{x/=0 "et Lim, Е(х/-1 


La pm cumulative E la représentation graphique d` une 
variable aléatoire continue. 

Remarque : Lo 

Si la fonction F est continue et adinsi des dérivées, on dit que 
la v. aX est absolument continue. La distribution de probabilité de 
X dans ce cas est définie à partir de la fonction de répartition par : 


H . 3 : Probabilité attachée a un point et probabilité 
attachée a un intervalle 

a) Probabilité attachée à un point : 

La probabilité attachée à un point pour une variable continue 
est par définition égale à zéro. | 


b) Probabilité attachée à un intervalle : 

Puisque la probabilité attachée à un point est nulle ; nous 
avons : 

* P(a< X < b)=P(a < X < b) =P(a < X < b) 

=P(a < X < b) = Е(Ь)– Е(а). `” ` * 

*P(X2 a) =Р(Х>а) =1-F(a) 

* P(X <a) = Р(Х < a) = Е(а) 


SECTION ПГ: CARACTERISTIQUES 
IH. 1: Espérance Mathémathique 
a) Définition : 
Soient X une v.a continue définie sur [a.b] et f (x) la d. d. p de 
cette v. a. 


L'espérance mathémathique de X s'écrit dans ce cas : 


E(X) = fe feos 


b) Propriétés : 
Toutes les propriétés que nous avons vu dans le cas de v. а 
discrete restent valables dans le cas de v. a continue. 


HI. 2 Variance : 
a) Définition 
La variance d'une v. a continue X est définie par : 


2 


E zoe -| f мов) 
а | -a 


” 


2 
У(Х) = Е(Х?)- (Е(Х)) 


b) Propriétés : 
Toutes les propriétés que nous avons vu dans le cas v. a 
discrète restent verifiée dans le cas de v.a continue. 


IH .3 : les moments : 
On appelle moment d'ordre K de la v. a X; l'esperance 
mathématique de 2! 


Cette notion peut être étendue à un couple de variable 
aléatoire (X; Y). On appelle moment d'ordre (r,s) et on note m. 
l'expression définie par : 


Y og. 
pSt F(x.v)dx dv 
V 


ат ni n r 
m. = EUX Y юэ |, 
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Ш. 4 : la médiane ЖЕ 

La médiane d'une v. a est une valeur numérique noté M, ; 
telle qu'il уа 50% des valeurs de la variable qui lui soient 
inférieures et 50% des valeurs de la variable qui lui soient 
supérieures. 

Sa position est telle qu'elle divise la distribution en deux 
parties égales. 

Si M. est la valeur médiane de la v. a. X alors : 


PXSM,)-FM)-03 ` > 


Remarque : 
On remarque que la distribution de fréquence relative cumulée 
sera d'une grande utilite par déterminuer la médiane. 


HI. 5 mode : 
Le mode est la valeur de la v.a X à laquelle correspond le 
maximum de d. d. p. 


Certaines distributions n’ont aucune valeur modale; d'autres 
en.ont plusieurs. 


Ш. 6 inégalité de bienaymé tcheybicheff : 
Comme dans le cas de variables discretes, cette inégalité est 
définie par : 


| 
РХ -E(X) > to] « = 
E 


PX ECO < talz 1- — 
2 
P[E(X) -te < X < E(X) e to] 2 GE 
2 
| 
am 


t 


Їл 


P[a < X<b]è1-=> 


-b | 
| f(x)dx = F(b) - F(a) = F[E(X) +16]-F(E(X) - to) > pom 


(^ 


ШШ. 7 : fonction génératrice des moments 


Supposons qu'il existe un nombre positif h/V-h<t<h 
l'expression mathémathique E (el `) existe. 

On appelle fonction génératrice des moments de la v. a 
continue X la fonction définie par : 


Cette fonction nous permet d'avoir les moments des différents 
ordres. 
En effet : 


H (0) = E(X) 
U „ [9 МОХ) = is (0) =H (0) 
u (0) = CN 


et d'une facon génerale H = = ЕСХ Jou ul (0) désigne la 
dérivée d'ordre r au point t = 0 de la fonction x (V. 
Propriétés : 
La fonction generatrice des moments de {а somme de deux 
va indépendantes est égale au produit de leurs fonctions 
genératrices. 
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En etfet : TE 


(t) = E t(X+Y) d 1Х 4 
ze = Lie е 
H үү 


= E( Pa en (t) (t) 
= Ее Eie =, DÉI 


SECTION У : CHANGEMENT DE VARIABLE 
ALEATOIRE : 

Etant donnée une variable aléatoire X dont la loi de 
probabilité est connue. On cherche la loi de probablite de la variable 
aléatoire Y définie par : 

Y = XlouX = «У. 

a) Si @(x) est monotone croissante : 

A une valeur xe X correspond une valeur unique v = Yen 
particulier à : 

F(x) = Р(Х < x) (ou F est la fonction de répartition de N) 

Correspond : ` 

Н(у/ -РХҮ<у/-Р(Х<обу)/ (où Н est la foncuen de 
répartition de y). 

Soit 


La densités des probabilités de la variable aléatoire \ est 
alors: 


215167, | 


h(y = H'(y) = = о (у/Ғ(осу)) 


ау 
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On remarquera qu'il est nécessaire que la transformation 
Qt yJsoit continue 

b) Si ф(х/ est monotone décroissante ` 

La fonction de répartition de Y s'écrit : 

H(y) = Р(У < y) = Р(Х > atyJ) = 1- Faly?) 

Puisque les valeurs de Y inférieures à y correspondent aux 
valeurs de X supérieures à x Оу). 

Sous réserve que О(у) soit continue on a la densité de 
probabilité de Y : 


Ой œ' (y) est négatif de sorte que g(v) est positif. 


D EXERCICES 


wi: 


. Soit le modele probabiliste suivant : 
(4—x : 
si хе1|0,2 
= [0,2] 
Ï : 
f(x) = 5 si xe[24] 
0 гг: ailleurs 


1°) Representer graphiquement f(x) et verifier qu'il s'agit 
d'une densité de probablité. 

2°) Calculer la valeur modale. 

3°) Déterminer la fonction de répartition correspondante et la 
représenter graphiquement. 

4°) Déterminer la valeur médiane 

5°) Déterminer l'éspérance et la variance de X. 

6) Déterminer a et b tel que : 


l l 
Pla < Х<8/-- Р(1<Х<Ь/=-— 
^ 2 
Ү.2: 
Mêmes questions que V. | : avec 
E 51 x € [0,2 
| 4 
(ХА = Sex <! ` с [2 41 
С6227 4 л LES 72 
0 ailleurs 
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У, 3: лыг 
Soit la représentation graphique d'une certaine densité de 
probablité. 


ГА 


01 2345678 N 
1?) Déterminer h. 


2?) Determiner la densité de probabilité correspondante. 

3?) Déterminer la fonction de répartition. 

4°) Déterminer l'éspérance; la varaince; la valeur modale et la 
valeur médiane.. 


5?) Vérifier; pour la loi de probabilité étudiée : l'inégalité de 
Bienaymé TcheybichefT pour t = 2. 

V.4: 

Soit le modele probabiliste suivant : 


Ї (х) 
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1°) Déterminer la densité de probabilité correspondante. 

2°) Déterminer la fonction de répartition et tracer cette 
fonction. 

3°) Calculer E (X) ; V (X) la valeur médiane et la valeur 
modale. 

4?) Calculer la probabilité des événements suivants: 

P(-1< X < 2); Р(1<Х<5), PAHSX<3 Р(<Х<7) 


P(7 < X <10: P(-1< X€9) 

V. 8: z Е 

La fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle est ~= 
donnée par la formule suivante : т 


0 si х < 0 
SE я 0<х<2 
| si х>2 


1 
19) Déterminer a et tracer cette fonction. 
2?) Déterminer et tracer la densité de probabilite 
correspondante. 
3°) Calculer l'éspérance ; et la variance ; la valeur modale et la ` 
valeur médiane. 


V.6: 
Soit : 
X 
f(x) = - V wxe[0.a] 
] +х- 


Déterminer a pour que f soit une densite de probabilite. 


Ү.7: 
méme question que V. 6 : avec 
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цас | xy | V0<x<100 


0 ailleurs 


IV. 8: 
2x 
LL 1 ) 0, 
Soit td а” si xe[oa] 
0 


ailleurs, , 


1°) Vérifier que f(x) est une densité de probabilité Vx Е [0.a] 

2°) Déterminer la fonction de répartition correspondante. 

3°) Déterminer ECX/:E(X°/...ECX"/: (ХХ); la valeur 
modale et la valeur médiane. 


V.9: 
Soit X une variable aléatoire admettant une densité de 
probabilité f(x) définie par : 


E d vz 
|0 s xX&l 
19) Calculer E (X) et V (X). 
2°) Soit q(h) = P(E(X) - ho < X< E(X) + hojouo = /V( N) 


ћ -1 


Montrer que (h) > 


3°) Calculer (h) 
V. 10: = 
Soit X une variable aléatoire uniformément distribuée sur 


DI On lui associe la variable aléatoire Y = VI+ X^ 
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1 4 ur 
1°) Montrer que EY) =f, 1+х dx et que 


1< EY) < V2 
29) Calculer ЕСҮ?) ñ 


: А 81-41 
3°) Soit ОГ ёсаг! type de Y. Montrer que 6” < Р 


49) On considére n variables aléatoires Y, indépendantes 
ayant même loi que Y. 
Quelle valeur faut-il donner à n pour que la différence : 


YE Yaqa d SH Via x dx 


n 
probabilité de 95% 

Répondre à cette question : 

a) à l'aide de l'inégalité de Tchebycheff. 

b) à l'aide du Théorème central limite. 

Indication : On ne connait pas exactement la valeur de с, 
mais on en a une majoration qui permet de donner une réponse 
utilisable. 

V. 1: 

On considére la densité de probabilité d'une variable aléatoire 
continue X définie par : 


soit inférieure à 0,001 avec une 


—— Өх? i :el-2? 
Өх $1 ХЕ |. 2,2] 


f(x) 248 


0 sinon 


1°) Déterminer Ө 

2°) Calcuer E (X) et V (X) 

^ON ness a Lea sim LES f. X det - /Хл.а 

2 ) ыскаииие шип иц уайс 14.0] чение SUI L CA J'ecrque 


P(a < X < b) = 0.95 


\. 12: 
Soit X une variable aléatoire dite de Paréto ; de densité 


Fe 
C^ 
da 


Х-1 
f(x) = x^ 
0 s x«l 


si х21 


Où À est un paramètre inconnu. 
1?) Déterminer la fonction de répartition de X. 
2°) Pour quelle valeur de A l'espérance et la variance existent 


V. 13: 
On considére une variable aléatoire Xcontinue'ayšnt pour 
fonction.de répartition : 


si x20 


F(x) = 2+x 
0 sinon 


1*) Représenter graphiquement F (x) 
2?) Déterminer la valeur médiane. 
3*)Déterminer et représenter graphiquement la densité de 
probabilité conrrespondante. En déduire la valeur modale. 


4*) Calculer E (X). Conclusion 


У.14: 
Soit X une variable aléatoire continue de densité : 
DEN үс si хє [0,a] 
f(x) = | 25 
0 51 хе [oa] 


1°) Déterminer la valeur de a. 

27) Déterminer la fonction de répartition de X. 
37) On pose Y =- LogX. 

Détreminer la densité de probabilité de Y. 

42) Calculer E(X) et V (X) 
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5?) Calculer E (Y) et V (Y) 


V. 15: 

soit la fonction f définie par : . 
| 2х 
—e 

f(x) =1k sinon 
0 


1°) Calculer k pour que f soit une densité de probabilité. 
2?) Soit la variable aléatoire X admettant f pour densité de 
-— X 
probabilité. On pose Y — гэ 


Calculer P[ Y < y] ; en fonction de la fonction de répartition de 
X. En déduire g (y). 


V.16: 
Soit la fonction f définie par : 


es я О«х«! 
f(x) = Ó 


sinon 


Soit la variable Y =2 X + | 
Déterminer la loi de Y. 


V. 17: 
Soit la fonction f définie par : 
0 si х<0 
f(x) =< Cp | 
e" S х>0 


L 


1°) Déterminer la fonction de répartition de la variable X 
ayant f pour densité de probabilité 


2°) Soit Y, = Déterminer la loi de Y, 
X 
3°) Soit Y, 2 2Х. Déterminer la loi de Y. 


4°) Soit Үз = e^ . Déterminer la loi de Y. 


V.18: 
" Soit une variable aléatoire continue X dont la densité de 
brobabilité est definie par : 


ai -l«x«2 


f(x) = 


O шыш e 


sinon 


On pose Y 2 X 
1°) Trouver la densité g (v) de la variable Y. 
2°) Trouver la fonction de répartition С(у) 


V. 19 
Soit X et Y deux variables aléatoires continues indépendantes 
dont les densites sont definies par : 


f(x)2e^ si х»0 
h(v)2e" si у>б 


Soit Z = X+Y 
Déterminer la densité de probabilité de Z. 


V. 20: 
Soit la fonction f définie par : 
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1°) Déterminer a pour que f soit une densité de probabilite 
2°) Soit la variable aléatoire X admettant f pour densité de 
probabilité ; quels sont les intervalles qui ont une probabilité nulle de 
contenir les réalisations de X? 
3?) Déterminer la fonction de répartition F (x) de X. 
749) Dans quel intervalle se trouve nécessairement E (X). 
Calculer E (X) et V (X). 


V. 21: 
mémes questions que V. 20 avec 
x+K si -К<х<0 
f(x) = К-х si 0<x<K 
г sinon 
У. 22: 


Soit une variable aléatoire X dont la fonction de répartition 
est définie par : Б 


Е(х/ = 


14:67 
Опрове: 
жаа 
У =e 


1 
1 


Y. = : 
"Le" 
éterminer les lois de Y е Y. 
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+ ` ` SOLUTIONS PROPOSEES 


V. 1: 
Nous avons : 
1°) 
4-х : 
si x |0,2 
T [0.2] 
f(x) = : si x e [2,4] 
0 ailleurs "7 


0 | 2 3 H 


Représentation graphique de la d.d.p 


, 2 4-х 4 | |! x 
m f(x)dx 1 710 dx [В SE p | 
L 


2?) La valeur modale est x = 0. 
` 2 ; š : 2 
En effet f (0) = < et Vx € df et x 0: nous avons f(x) < 


3°) fonction de répartition : 
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vx |-=,0] ; f(x) =0— Ех) = 0. 


vxe[o2] : f(x)= = > 


2 
ғо) = fo Ков = f “ar JS 


2 
2 2 
BE X x 1. Al 
Vx e [2,4]; WC kee? MF + Í, SE: | 
0 
Ух е|4ле| > F(x)=1. 
En résumé : 
0 six є Le o] 
s^ six e [0,2] 
F(x) = ! | E 
мо six e [2.4] 
| six € [4.4] 
F(X) 


х 


Représentation graphique de la fonction de répartition. 
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49) Valeur mediane : 


x est une valeur médiane si F (x) = 1 
2 
1 Sch ТӨЛЕ 
x e [0,2] x/ 7 4x- > E 


К. 2 
Sr —8х+10 =0 


А =16-10=6 
d -4-46-15 є|0.2] 


x, =4+ 6 e [0,2] 


M, = 1,55. 
е 
5°) 
5 
yi. duo ЭЭ 4 PM 
E(X) = | xtGOdx = [° — 7 ds = 1,73 
2. ^ 
3х =X 


E(X") = Liege = E 


М(Х) = E(X )- (E(X)) =141. 


6°) 
aet b Ос e 
Қ | 
Р1<Х<М-- 
10 
Ч | ы) 4 
P(a < X < 8) = Е(8) F(a) == > F(a) => > 
B 2 pe tue 


E 


ail 
= RK? 


Bi 
4 
5 5 


| ! 
Ше кты Шоо 


10 10 10 


1 2 


rasa b-4-47 


Fb) «Re peccare 


10 2 


1/2 


0 | 2 3 4 N 
Représentation graphique de la d.d.p. 
А 


x mE DW UE. 4 4—х 3. +оо bs 
MEO = | олх» Је 29+ |, : as + f, 0.dx = 1 > 


f(x) est une densité de probabilité 
2°) x = 2 est une valeur modale. 


39) цах 
Vxeje0] : f(x) =0—F(x)=0. 
2 
нэ . pmi ОИ ME > N 
Vx e [0.2] | шш е) | ru т 
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x ` x 4-t 
Vx e [2.4] f(x) = —— >F(x) = n P — dt 
2) 2 
hr 41---| = is KEEN 
24 2 8 
2 
Vx e[4* d ; F(x)=1. 
En résumée : 
0 six є ]-».0] 
2 
= si x e [0,2] 
F(x) = 5 
— лет ертен six € [2.4] 
8 
1 si x |4,4) 
Е(х) 
1 
1/2 
Q | 2 3 4 N 


Représentation graphique de la fonction de répartition. 


4?) Valeur médiane x = 2 puisque F (x) = 0,5 (il s'agit aussi 
d'une distribution symétrique). 
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5°) "— 


. 2 x N 4 4х-х2 1-2 
ЕОО-1, xf(x)dx = | qe] dx 22 
2 2 comae 4 4х2 - x? ТТТ 
Е(Х LIN x f(x)dx = |, түс, — >> dx = 4,66 
V(X) = E(X?) - (EGO? = 0,66 
69) ік ій 
эг 
P(a < X < 8) =Í => F(8) Fa) = 15 
S à 
| 4 
I- F(a) =- > Е(а)---08. 
5 5 
2 2 
Эає[24]э-5<—+а-1=08-—э-®—+а-18=0 à = 2.74 
| 21 
DOS X < b) = — > F(b) = Е) == 
D ) Ys (b) - F(1) T: 
| 9 
ҚЫ)------ --- 
Qha c 40 
: 
8 40 үлд 


Му. S 
1%) h est tel que la surface sous la courbe est égale à 1. 


2h*4h*hzs6h-1—h-d 


7 


2?) Détermination de la densité de probabilité : 
x e [0,2] 


f(x) = ax +b avec  f(0)=0—b=0 


Pour x e [2.6] f(x) - 


Pour x e [6,8] fix) = ax * b 
Avec. 
1 
6)=6a+b = — -1 2 ; 2 
(6) 6 Re 
қ 12 3 12 3 
(8) -54-0-0 
Conclusion : 
Г 
[x | 
- si xe[o2] 
l . 
. g SI x e [2,6] 
f(x) =16 
-x 2 : 
—+— SI x € [6.8] 
12 3 
0 ailleurs 
39) F (x) ?? 
Six € ]=0.0] f(x) =0 > F(x) = 0. 
2 
si x e [0.2] Fix) x > FG) = L—. 
si x e [2.6] 
Э 
432 
"d | ex x | х-| 
в) =| === + | dt2—-—- 
24 | 6-2 6 6 6 
40 
si x € [6,8] 


2 6 `= 
а аса Ты zie 
24 6 b 16 [12 3 
0 
2 
=x 2 5 
+2х-2 
22272323 


x | к а 
2 si xe[o2] 

F(x) = ын 51 x e [2.6] 
PE 51 x e [6.8] 
24 3 3 
1 si хе [8+ 

>x 

° = а М ln 

4?) E(X) = Í xf(x)dx = | aei : SE 
2- 

8 X --2 
+ Ç Ga —х)ах 


r 4936 r Вэ! 


" | к 
E 221 > 4 Ct 
NL NEM M e nm 
| 48 18 9 48 | 
0 2 D 


V(X) = E(X?) - (E(X)? = 2.2 0, = LS 


Valeur modale : Nous avons un intérvalle modaie. Il s'agit de 
tout x € [2.6]. Га densité de probabilité est à son maximum sur cet 
intervalle. 


176 


Valeur médiane : 
x-] 
x/F(x) -052 xe [16] —— - 052 
x =4 = E(X). Il s'agit d'une distribution symétrique. 


59) Inégalité de Bienaymé Tchebychetf pour t = 2. 
Nous avons : 


| 
P(X-E(X) < to) = P(E(X)- to < X < E(X)+t0) 21-— 
2 
Pour t - 2; E (X) =4 et 0, = L5 ; cette inégalité s'écrit : 
P(1.5 < X < 6.5) 2l 
Vérification | 
о в 
Wee c k. = H bag z ` Ka 6 6 = ADS 
et l'inégalite est vérifiée. 
V.4: 


Nous pouvons commencer par vérifier que f(x) définie bien 
une densité de probabilite (d.d.p) 
| 
8. ~ 
Aire sous la courbe est égale à -4 = | f(x/est une d.d.p. 
19) #х/=0 ухе ]-.0] 
(00) 20 ъ= 0 
f(x) = ах +bVx є [0.4] Avec іне 
f(4 - n эа= 16 


> f(x) =— 
f(x)=ax+b Vxel[48] Avec 4) = da +b => 
f(S) =Sa+b=0 


а= -— et b = 
l6 


= Vx e [o.4[ 

x 1 

f =‹-—+- Vx є [4,8 
(9 -1-16": Vela 


0 ailleurs 


2°) Fonction de répartition correspondante 
Vx € |-,0 jv ARI, 


E: I 
7:39 
2 4 
У хе [4,8] :f(x)= = t > Е) = : + 
= 22 0 
: 2 5 
X l t t 
a ШЫМЕН 
4_ 
x? | 
=-—+—х-1! 
32 2 
V x Е [8.+о[ Е(х/-1- 
(0 Vx e |-°°,0] 
2 
| 2. Vxe[o4[ 
F(x)- Së 
42 
ао Ух є [4.8] 
! Vx € [8,4] 


" 5 
20 4 x 8 Ё X" X р! = 
3°)E(X) = [К< = Ío 1” PE (CA = 3875 


ә > ^ 
2 2 4 x 8 ME d : 
E(X )= [у x f(x)dx = Í, ` dx + |, (=> +508 = 18.66 
V(X) = E(X?) - (EQ? = 3,65 
Nous avons aussi : valeur modale = Valeur médiane = 4 
puisque c'est une courbe symétrique. 


др X < 2) = F(2)-F(-1) = FQ) => 


8 
P(1< X<5) = FS)- БП) = — 
Р(1<Х<3)- FG)-F() = = 
P(S < X < 7) = F(7)- FG) => 
P(7 < X < 10) = F(10)-F(7) = 1- 0) => 


Р(-1<х<9)- Е KAES EIER 
V.5: 
1°) La fonction de répartition est une fonction continue et 


croissante; donc Е(27)Е(2”) = Е(2) > 4a =1> a = ы 


F(x) | 


0 1 2 H 4 N 


Représentation graphique de la fonction de répartition. 
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2°) [(x) = F (x) ә 


e X ЖЕ 7 
fix) =J 3 51 x e [0,2] 


0 ailleurs 


2 
3°)E(X) = [л xf(x)dx = J а= 


EX" 7-1, A "dés L — dx = 


4 2 16 
V(X)=2-(—) =2-— 
3 9 
Valeur modale = 
La valeur médiane est telle que Е(х/ = 
= 


V.6: 


ж 

= 
SW? s, 
T 


Ес 
x | - 
8 

0 

Kéi 
— — = 

4 


f(x) = = = € [o.a] . Pour que f (x) soit une densité 
+x 


de probabilité; il faut que : 
if(x)sit20  Vxedf 
ii) fae f(x)dx = | dus 


Vérifions ces 2 conditions sur notre exercice : 


Df(x) 20 est verifié e puisque 


ul f(x)dx = 1 


180 


x € [0.a] 


a X lra 2x 
| 29-21 pue 
1+x 1+x 1+x 
a 


2 2 2 
Haat: ТЫҒЫ )=2—(I+a )=е 


ә 
LA 


ER E 
Vv. Te 


1)f(x) > Oest vé rifié RE 20 
100 


ii)a 199 дхуйх = a х * 00339 di 
гэ 4 7100 
=a 10000% + X= — 200X_ =] 
| 5 4 
0 
«(100319229 - 3000] = = 
2 
pa а 
10.(100)4 109 | 
V.8: 
[2х 
vx e [0 
год = |а a? x e [0,a] 
(0 ailleurs 
17) 
(^r NEN M UR a 20 
| (x)dx = |x b s — f(x) est une densité 


| | de probabilité V a. 
f(x) 2 OVx e [0. a] 


2*) Fonction de répartition : 
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Vxe ]=.0]->f(x)=0- Е(х) = 0." 
2: НТ 
ух e ]0,a] > f(x) =È > F(x) = => Í, 21 dt= 
a” sa 


Vx € [a,[ > Е(х) =1 


0 si x < 0 
2 22 
x Í Бай 
Е(х) - = 51 0<x<a ЇЇ 
а 
1 si х>а 


2 Г 318 
а га2х 2|x i 2 
3°)Е(Х) = | xf(s)dx=| —-dx = =] — | = За 
К ree 
"d 
2 ra 2 3 2a 2 
E(X ) = —X'dx2——--—a 
( ) lo а? 4 a? 2 


м 
eo 
һә 


2 
Ainsi V(X) = as NOS = 
Valeur modale = а 


ids X^ 1 
Valeur médiane / — = => 
a 2 


EX!) = [^^ 


VOX) = E(X?) -(EQO)? = 
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2°) 

Ф(ћ) = P(E(X)— oh < X < E(X) + oh) > 

(h) = P(X — E(x)| < ho) 

D'après l'inégalité de Bienaymé Tcheybicheff : . 


[ 
P(X—E(X)| < oh? > ee 


У3 у 
2 


КРЕ 2 
Ze Mtb = PC ->>h < X 55+ 


Р?) 


Е ын f | d _ SEN — | 5+ d) 
KEE 
MEO EE EE 5 2 hostes y h 
2 2 2: 9 2 2 
ЭШ 8 
(3--/318 (43-31 
У.10: 


X est une variable uniformement distribuée sur 10.1 
| 
Y=VI+X У2 =1+X! 3(Y2-14 =X 
— G(yP(Y < y) = Р(Х < (у? -1)1) = (у? -1)3 puisque X est 
une uniformement герагие. 
D'oü la densité de y est : 


Si хе. | > y |1. 2[ 
г] 

(у) = (V-04) s y e || 

L J 
ЭЭЖ | | 
AINSI : (0 ailleurs 

Жу И: | 

Шаа з el) * si 1<у< 418: 
0 ailleurs 


42 a -1 
EY) = | ув(у)Чу = | 2 EH dy 
3 | | 
: ee -- | = 
- ах Хх ) E ?dx= |, (1+ x*)2 dx 


En effet ; nous savons que : 
l 


уз diti -(1-х3)2 " 
ШЕГЕ : 41 
1 3 4 2 3 4 2 
gys АА (1+х ) dx=2x (1+x ) “dx 
Donc : 
p 2 24! 


| 4 4 4 3 472 4 
- (+x Xx ) 2x (l+x ) =(1+х 


- 2 2 
) X x =(1+х 


l 4 
E(Y) = | (1+х ) dx 


t) — 


On sait aussi que : 


l 
JT > SI > E(Y) = Lut side Јах =! 


D 


| 4 - M rl — 
Vl+ x` < 42 ә E(Y) < v2] dx =./2 


9 


| E(Y) < V2 | 


D'ou | {< ЕСУ < V2 
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4 
) 


о — 


E(Y?) = 13 


2 42 
| 3 «(dy = | y. yg(y)dy 


| 1 1 
4 2 4 2 
dx = (| (+x ) (1+x ) dx 


19 — 


l 4 
Ío y(1+x ) 


< 71 
x` | 6 
L d = 


0 


2, _ 0 
GA 
3°) 


2 2 6 2 6 
МСУ = ECY )- (EY) == (ЕС <2-1- 


49) Оп pose $ =Y +Y +............ У 
n | 2 


a) D'après l’inégalité de Bineymé Tchévbicheff: on а: 
5 
V(Y) c 
2 


pÍ a = een овог |- 
in 


\ nt nt 


En ettet; nous avons : 


J 


t =0.0010.001=10 


Ainsi : 


136 


A | = 


230 | 
[e] 
1-5>1-=> 


2 
nt 5nt 
* V(Y) 1 _ 1 
1- vU SE. »1- 75 1- 20 
п10 Sant 5010 


On veut dire que : 


| ek 
dei -E(Y) < 0,001 | = 0.95 -> 
n | 7 


0,95>1- 


SC? 
50107 
| 
— = -—— < 045 — 


0,05<1- б = 
50107 5110 


2500005 


n 
| n > 4000000 | Е 


b) Utilisation du théorème central йг г 

(ous savons à partir de ce théorème: que quand n -3 499; neus 
No o p d t! yue quand 4 
avons: 


Sn — EI Y) 


: Siem N(0,) °°" 
Nou 
in 
C 3 
11:22) 0,001 | 
LimP! | | а | 0095 
nes} | oidnl с/Ал| 
| i 
1 | | 
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0,001 | БЕЗ 
E c/4n 


( 
= 2n ae 1-095- 
Loi dn 
( 0.06 
d H = | =0975> 
0/vn 


N.B : Pour une définition du théorème central limite : le lecteur peut 
se reférer au 2?" chapitre du tome П. 


V. Ш: 
1*) 
: E 
2 2.24 : 1 X 
Lo f(x)dx = 15 ГГ, GA jec = [i-e => 


4-2 


2 ! 3 2 | 
xf(x)dx = | _ х(-4-2-х )dx = 0. Il s'agit 
“ңа 8 32 


2 
ЕО =>/" 


2 


d'une distribution centrée. 


d'El 3 2 28 
x (-%--х )dx = — 
8 32 15 


3°) . 
Ee 


P(-b < X < b) = 0,95 > ЇЕ (yrs = 0,95 > 
b? +4b =15,2 > b = 1,95. 

Donc ; l'intervalle cherché est [-1.95 E 

V.12: 


1°) Détermination de la fonction de répartition ` 
*Si x«l ; Ғ(хУ)-0--Е(х)-0. 


*Si wël : ко) Ед = | f(t)dt- 
X ` 
x 
| (4-Dt  dtz(A-D| — | => >d t 
| | SEU e | 
l 
la si x«l 
F(x) = LA 
r -X 51 х > | 
2°) 
e ID E Ee p ‚1—5 МА? xps Des 
E(X) = j, xf(x)dx = |, (А — 1)х ах = 1 1 


Pour que l'éspérance existe A doit être supérieur à 2. 


Pour А> 2 ЕХ) = 


Ell мш ыш 22 
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20 2 
EC) = |” x годах eg 


Pour que E( X^) existe À doit être supérieur à 3. 
Pour À >3. 


2 kc 1) 
У(Х) = EX )- (EQ? = CHE 


EECH EEN (a - [o - 2) -A-DA-5)| 


m 2 2 
(Х-3)А-2) (X -3)(A -2)* 


ЕНЕСІ: ЖЕН 
(АЗА - 2)? 


V.13: 
1°) Par définition 
[0.1] YxeDF. 


; la fonction de répartition est croissante sur 


F(x) 


Représentation graphique de la fonction de répartition 
2°) Soit M, la valeur médiane de X. 


190 


M /F(M ) =0,5 => 1- 
ç * 2+ 


М =2 $ 
3°) La fonction de répartition F( x) est continue et possede une 
dérivée à droite et une dérivée à gauche pour tout x € X. La 
densité de probabilité de X éxiste, et, est définie par : 
f(x) E (x). 


0 Si х<0 
f(x) = : 5 51 x20 
(24x) 
f(x) 


Représentation graphique de la densité de probabilité. 


La valeur modale est donnée par x = i 
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4°) 


ECO [^ хїрдёх-2| 7 ———уах=2[” ышы 
0 (х+2) 0 (х+2) 
= 2 ү : - 4х | -4Х 
0 (x42) 0 (x42)? 
. Too 
ШЕ SH = +оо 


L'espérance mathémathique n'est pas définie 
V. 14: 

19) [ f(x)dx = 1 > [^] aisge 
2°) Détermination de la fonction de répartition : 


*Si x<0 ; f(x) > F(x) 20 
1 


"Si xe[01] : f(x) =Ax^-! > Pais ХА 
Жо x21 ; Ех) = 
En résumée : 
(9 $1 x < 0 
| 1 
F(x) = a si x e [0.1] 
| | s x2l р 
| 
3°) 
Y=- Log X. Soit G (v) la fonction de 4. de Y 


G(y) = P(Y < y) = P(-LouX < y)=P(X>e *) 


=I-P(X<e ')=1-F(e!")=l-e ^ si у>б 
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0 s у<0 
G(y)=; zr 
1-е^ si у>0 


La densité de probabilité est définie par g (у) = G' (y) 


0 si у<0 
g(y) = | Еу 
— À я у>б 
LÀ 
49) 
1 
1 | Ze 
: À x^ 
EX) = 1 L. ax = 5 = 1e 
À | I ed 1-3 
A e 
| 
1.42 ] 
141 | SCH 
q 1A x 
E(X ЕЙ =x | dx =_ = GE 
(X )=Jó 27 тш dus 1+2) 
je = 
0 
| 2 
| : 2 | 
[V(X)=E(X )=(EQ)) =? 


QR АЈА) x 


À 5 | 
À Á -| et Асж-- 
Э 


< | 
comme = V(X)>0 > À> = 


59)Е(Ү) = Í 


+ 
0 
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. Intégration par parties: 
U =y 2 dU = dy 


Sèr М у 
E(Y?) = -ye ^ «23, 37° ^ dy 
0 


-2AE(Y)2 2}? > 


VY) = А 
MUS t 


1°) Conditions nécéssaires 
a) k > 0. 


х xT 


+ | pto то 1 => 
b) Í, frais ia e FREE -Өе 9 > 


1) 
E -1- К-0 
К 
2°) X admettant f pour densité de probabilité et F pour fonction de 
répartition. 
X 
Y= =» P[Y «у|-Р|Х«9у|- Е(Өу) > 


G(y) = F(0y) 
Avec G (y) est la fonction de réptition de la variable Y. 


і i 0 
g(y) =G (у) = ӨЕ(бу) = | 15 
е D 
Nous allons voir (Chapitre II Tome 11) que g (y) définie ce qu'on 


appelle la densité de probabilité de la loi Guamma. 


У. 16: 


Nous pouvons facilement verifier que f (x) definie bien une densité de 
probabilité. 
En effet : 
| f(x)dx = й 6x(1-x)dx = [3x? - 2e] =] 
df ^ u SEN | = T 


23 -1 
G(y)=P(YSy)=P(2X + ISy)=p( Ne I FC 


) 


Avec 
F est la fonction de répartition de la variable aléatoire X. 


G est la fonction de répartition de la variable aléatoire Y. 


oeste gx ac 
ОЗАР le NS ] 


ГА 


| y-1 2-v+1 
= T Et | 


= 19 —1)(3— у) 


La densité de probablité de la variable Y est définie par : 


CIS 5 
—(y-DG- у) 0«y «3 
f(y) = r ine 
sinon 
(0 
У: 
1°) La fonction de répartition de X s'écrit : 
(0 si x<0 
F(x) = 27 : 
li - e` si x20 


2°) Nous avons : 
| А l 
С(уу) =P(Y, < уу) = L <y,)=P(X> 2? 
2 У} 


= Роба = EE 
У! MI 


avec С (ут) est la fonction de repartition de la variable Үү. 


1 | 1 = 
gy) 2 —f(—)2—e" — 


«Ут СУ Yi 
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e" si y, >Ó 


y 
0 sinon 


39) GY.) = PY, < y.) = POX < y = PIX < Z) 


y. 
age, [| Wa 
g(y2) =) Ze ; 


Vx e [0.4] Y; eg ella 


С(у3) = P(Y3 < уз) = pre N 5 уз) = P(N < Loeys) = F(Logr3) > 


Um 

Ї у». ] i7 
(уу) = —f(——)2— 2 
g(y2) : G 29 

f “ 

| ы. 

| l. 2 "M 34 EN 
куз) 995 7 цан qa e 

| sinon 
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49) E 
Vxel[0+4+[ : Y3= e^ є[һ+=[. 


G(ys) = РС\ < уз) = P(eX < уз) = Р(Х < Logy3) = F(Louys) > 


l. омуш d. ei | | 
g(v,) = — F(Logy J =— e": = @ chm sS у>] 
Y; | Ys У; у: | 
0 SI yi < | 
9-41 23 
e(y5 EC SI Уз > l. 2 
5 Е 
У. 18: 


Nous avons Y = фх/ = х) -і<х<2 
La fonction @(x) n'est pas bijective sur lu mais elle l'est sur 1.21. 
а) 0<у < 1; с'е à апе si-1<x<t 


G(y) = P(Y < y) = Р(Х? < y) 
=P(-Jy < X < Jv) = Е(/у)-Е(—/у) 
: 1 НЬ 
= 2F(.fy)— (car f(x) = = est svmétilque par rapport à Оу zur 


l'intervalle Fut ). 


L 


1 


х 
3/y 


l 
gly) =-=fFf( Jy) = 
o Уу Р, 


0)1<у<4 c’est à diresi і «x «2 


С(у) = P(Y < y) = P(X? < у) = ХА is PL) > 
| 
g(y)= ҒОЛ) = — 
Ze “ eh 
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D'ou : 


2*) Détermination de la fonction de répartition : 
"ai y<0->g(y)=0->G(vy)=0 = 


24у 


x 
*si 0<у<1-»: so) == > Gt) = | f(t)dt = 
Wy 0 3 
"ai I<Sy<4: g(y) == ==> 
—4 
Gtvy ЧУ Н МУ! 
= | а= 
гар 6t Ы 
*siy24 ; С(у)-1 
D'où : 
0 si y < 0 
2 4 
A si0<y<l 
J 
G(v)= | у+ | 
| = silSv«d4 
| 2 
\1 sv 24 
V.19: 


Comme X et Y sont indépendantes ; on peut appliquer directement le 
théoréme : 


_ (z а L (Z хака, _ [Z 81 
g(z) = |, f(x).h(z x)dx = | e À dx =], e “dx 


ur Е 
= [677] = ze ә 
) 


ze * s 220 
g(z) = | 
0 sinon 
N.B : Nous pouvons aussi obtenir ce résultat ; en pariant de la fonction 
de répartition de la variable Z. En effet : 
7-Х Z. 


G(z) = P(Z < z) = |" ext 521: = |, е Ye"? + ах 


‚ | | 7 : 
= : (e^ - e ^)dx- Le" - ve" --е 7-26-41. 
) 
0 si z< 0 
g(z)=+ _, ` -4 . 
-e^t-ze “+1 si 220. 
| (0 si 7<0 
g(z)=G(Z)=< _ | 
2677 si 220. 
V.20: 
1°) Calcul de a. 
5 f(x) >0-> a> O 


* ( “хә бле -i б : 9 2 a | : 
Ío, 699 =! >f f(x)dx + | f(x)dx + |, f(x)dx 


el" f(x)dx = 1 


299 


2°) Le lecteur vérifiera que tout intervalle contenu dans Іре-і ou 
dans PE a une probabilité nulle de contenir des réalisations de X. 
3°) Détermination de la fonction de répartition : 

55 x € |-,-1[; f(x) = 0 — F(x) = 0 E? 


э 


*Si x e [-1,0[; f(x) =-х > F(x) = E f(t)dt -i- I 


X 0 х t 
жс: әр EE Ko 27 АЗ 
Si x є [0.2[; f(x) = CIUS Í ( tdt f 1% 

1 х2 
= — + — 
2 8 
*Si xe[2 <| ә F(x)=1 
En résume : 
0 si x«-l 
3 
| x^ 
=== 51 -1<х<0 
2 2 
f(x) = | 
dys 51 0<x<2 
2 8 
H six 22 Wee, 
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c) A partir de la définition de la densité de probabilité f ; E (X) se 
trouve nécessairement dans l'intervalle [- l. 2] > 


5 
SEH 2 x” + ° 
E(X) = М -х dx + [° u deco 
1 
Е(Х) =- 
A 
2 3 х? 
Е(Х )- x dx*| —dx=—— 
(х?) = Í ` dx 
5 41 l 
V(X)2—- = — — V(X) = 
(2) 4 9 36 (X) 3 
У. 21: 
1°) Calcul de K : 
0 K 2 ` ЭР 
X "ELE 
(x + k)dx + || ХАН “е Í 
-K 0 
2 2 


К 
zc. cpi жЕ 
2 2 


Comme К doit être positif: On prend К = 1 


2?) Tout intervalle contenu dans ІКе--( ou dans ШЕ a une 


probabilité nulle de contenir des réalisations de X. 


3°) Détermination de la fonction de répartition : 
| x«-l f(x) 20 Ех) = 


*Si xe[-10] EES (t + Ddt 
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l 
=-—+х+- 
2 2 
*Si x € [1,+ә[ - F(x) =1 
En résumé : B 
0 SI x«-l 
2 
1 
X pyp si x e[-1.0] 
ij 2 
ue ош x € [0,1] 
2 2 
1 š si xal 


3°) E (X) = doit se trouver nécéssairement dans l'intervalle [-L 1] 


E(X) = f (x? + x)dx + | (х- х2)ах 


уз] Je ya! 
x x x x 
= ET 4Ї-----| =0- Е(Х)=0 


E 
2 2 


а 
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3 l ^ 
V(X) = EX?) = E GO + x?)dx +Í (x? – x jdx 


V.22: 
1°) 


Y = e^ > Y, (Œ) є Del 


Soit = y >O G(y) = P(Y < yp = P|eX < уу] = Р(Х < сову) 


1 | 
= F(Logy;) = — = ————- = 
Lie LOB, Lo: | 
1+е М 
= L = yi 
(a JL yt! 
MI 
Я у50 С(у/=0 
D'oü 
p si y, <0 
G = А 
SR 1 51 y > 0 
yi +1 


Га densité de probabilité de la variable Y = e^ 


aech 51 


est : 


уу»0 


(0 d yso 
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d 1 Я 
Y> = X > 0 2 (E) e DI 
l+e 
l X 1 
G(y2) = P(Y < y3) = P x < Y2 |=P|l1+e7^ > — 
I+e ° у» 
-Х 1 1- 
= Ë X> oj rox Loe 2 
EE L y2 
See? E : Si 
= P| X < -Log 2. 10р 22) 
L У2 = уз 
2 | с ес 
Е І-х е — v? Ta 
+0822) 1+ ly? 
1+е y: y2 
D'oü 
[у si О<уу<! 
G(v>) = | 5 А 72 
ES 0 sinon 
[1 0<y 51 
(уз) =! SÉ 
0 sinon 


Y. suit une loi appelée loi uniforme sur [0,1]. 


ы 
сэ 
un 
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Précédés des éléments de cours indispensables, 110 
exercices corrigés sont proposés par ce manuel 
permettant aux étudiants et aux autres catégories 
de lecteurs de mieux assimiler cette partie 
imposante des statistiques qu'est le calcul de =: 
probabilités. B UR 
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